
Εισαγωγή στους Μιγαδικούς Αριθμούς

Ορίζουμε  𝒊 = −𝟏 και αντίστοιχα   𝒊𝟐 = −𝟏.  Οι 
αριθμοί που περιέχουν το 𝒊 ονομάζονται 
φανταστικοί.

Ένας μιγαδικός αριθμός 𝐳 αποτελείται από ένα 
γραμμικό συνδυασμό ενός «πραγματικού» Re(𝐳) 
και ενός «φανταστικού» 𝐈𝐦(𝐳) αριθμού:

𝐳 = 𝐱 + 𝒊𝒚

Όπου 𝒙 = 𝑹𝒆 𝒛 και 𝒚 = 𝑰𝒎(𝒛)

Ο συζυγής μιγαδικός ορίζεται ως  𝒛∗ = 𝐱 − 𝒊𝒚

Εάν 𝒛 = 𝟓 − 𝟑𝒊 τότε 𝒛∗ = 𝟓 − 𝟑 −𝒊 = 𝟓 + 𝟑𝒊



Πρόσθεση και Αφαίρεση μιγαδικών: 

Προσθέτουμε/αφαιρούμε τα πραγματικά και 
φανταστικά μέρη ξεχωριστά:

𝒛𝟏 + 𝒛𝟐 = (𝒙𝟏 + 𝒙𝟐) + 𝒊(𝒚𝟏 + 𝒚𝟐)

Πολλαπλασιασμός: Επιμεριστική ιδιότητα

𝒛𝒛∗ = 𝒛∗𝒛 = 𝒛 𝟐 = 𝒙 − 𝒊𝒚 𝒙 + 𝒊𝒚

= 𝒙𝟐 + 𝒊𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 − 𝒊𝒙𝒚

= 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐



Διαίρεση: Πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και 
παρονομαστή με τον συζυγή του παρονομαστή:

Ο αντίστροφος :



Ο φυσικός λογάριθμος







Ιδιότητες του φυσικού λογάριθμου





Η εκθετική συνάρτηση 𝒆𝒙

O αριθμός του Euler  𝒆 ικανοποιεί τη σχέση: 

ln 𝑒 = 1, 𝑒 = 2,7 1828 1828… .

𝑒 = lim
𝑛→∞

1 +
1

𝑛

𝑛
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∞
1

𝑛!



𝑥 = ln 𝑦 ⇔ 𝑦 = 𝑒𝑥

lim
𝑥⟶∞

𝑒𝑥 = 𝑒∞ = ∞

lim
𝑥⟶0

𝑒𝑥 = 𝑒0 = 1

lim
𝑥⟶−∞

𝑒𝑥 = 𝑒−∞ = 0



𝑒ln(𝑥) = 𝑥 ln(𝑒𝑥) = 𝑥









Μιγαδικοί αριθμοί ως διάνυσμα και πολικές συντεταγμένες

𝒙 = 𝑹𝒆 𝒛 = 𝒓 ∙ 𝒄𝒐𝒔(𝜽)

𝒚 = 𝑰𝒎 𝒛 = 𝒓 ∙ 𝒔𝒊𝒏(𝜽)

𝒓 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

Ο τύπος του Euler:

Θεώρημα de Moivre:



𝑧∗ = 𝑥 − 2𝑖𝑦

𝑎 𝑅𝑒(𝑧∗) = 𝑥

𝑏 𝑅𝑒(𝑧2) = 𝑅𝑒 𝑥 + 2𝑖𝑦 2 = 𝑅𝑒 𝑥2 + 2𝑖𝑦 2 + 2𝑥2𝑖𝑦 = 𝑅𝑒 𝑥2 − 4𝑦2 + 4𝑖𝑥𝑦 = 𝑥2 − 4𝑦2

𝑐 𝐼𝑚(𝑧2) = 𝐼𝑚 𝑥 + 2𝑖𝑦 2 = 𝐼𝑚 𝑥2 + 2𝑖𝑦 2 + 2𝑥2𝑖𝑦 = 𝐼𝑚 𝑥2 − 4𝑦2 + 4𝑖𝑥𝑦 = 4𝑥𝑦

𝑑 𝑅𝑒 𝑧𝑧∗ = 𝑅𝑒 𝑥 + 2𝑖𝑦 2 = 𝑅𝑒 𝑥2 + 2𝑦 2 = 𝑥2 + 4𝑦2

𝑒 𝐼𝑚(𝑧𝑧∗) = 𝐼𝑚 𝑥 + 2𝑖𝑦 2 = 0



Εκφράστε τους αριθμούς με την μορφή

𝑎 𝑧 = 0 + 6𝑖, 𝑟 = 𝑧 = 6, 𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑥

𝑟
= 0 ⟹ 𝜃 =

𝜋

2
𝑠𝑜 6𝑖 = 6𝑒𝑖

𝜋
2

𝑏 𝑧 = 4 − 2𝑖, 𝑟 = 𝑧 = 42 + 2
2
= 18 = 3 2,

𝑠𝑖𝑛𝜃 =
𝑦

𝑟
=
− 2

3 2
= −

1

3
0 ⟹ 𝜃 = −0,11𝜋 𝑠𝑜 4 − 2𝑖 = 3 2𝑒−𝑖0,11𝜋

𝑐 𝑧 = −1 − 2𝑖, 𝑟 = 𝑧 = −1 2 + −2 2 = 5,

𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝑦

𝑥
= 2 ⟹ 𝜃 = 0,35𝜋 𝑠𝑜 − 1 − 2𝑖 = 5𝑒𝑖0,35𝜋

𝑑 𝑧 = 𝜋 + 𝑒𝑖, 𝑟 = 𝑧 = 𝜋 2 + 𝑒 2 = 4,15,

𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝑦

𝑥
=

2,72

3,14
= 0,71 ⟹ 𝜃 = 0,23𝜋 𝑠𝑜 𝜋 + 𝑒𝑖 = 4,15𝑒𝑖0,23𝜋



Δείξτε ότι και

𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 = 2𝑐𝑜𝑠𝜃 ⟹

𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 = 2𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 ⟹

Δείξτε ότι 𝑒𝑖𝜋 = cos(𝜋) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜋) = −1 + 0 = −1
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Με βάση την προηγούμενη απόδειξη το ολοκλήρωμα αυτό είναι 
διάφορο του μηδενός μόνο όταν 𝒏 −𝒎 = 𝟎 δηλ 𝒎 = 𝒏
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Η ανισότητα του Schwartz λέει ότι για δύο μιγαδικούς αριθμούς 
𝒛𝟏 = 𝒙𝟏 + 𝒊𝒚𝟏 και 𝒛𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝒊𝒚𝟐 τότε ισχύει

(𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐) ≤ 𝒛𝟏 𝒛𝟐

𝒛𝟏
𝟐 𝒛𝟐

𝟐 = (𝒙𝟏
𝟐+ 𝒚𝟏

𝟐)(𝒙𝟐
𝟐+ 𝒚𝟐

𝟐) = 𝒙𝟏
𝟐𝒙𝟐

𝟐 + 𝒙𝟏
𝟐𝒚𝟐

𝟐 + 𝒚𝟏
𝟐𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒚𝟏

𝟐𝒚𝟐
𝟐 =

𝒙𝟏
𝟐𝒙𝟐

𝟐 + 𝒚𝟏
𝟐𝒚𝟐

𝟐 + 𝟐𝒙𝟏𝒙𝟐𝒚𝟏𝒚𝟐 − 𝟐𝒙𝟏𝒙𝟐𝒚𝟏𝒚𝟐 + 𝒙𝟏
𝟐𝒚𝟐

𝟐 + 𝒚𝟏
𝟐𝒙𝟐

𝟐
=

(𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐)
𝟐+(𝒙𝟏𝒚𝟐 − 𝒚𝟏𝒙𝟐)

𝟐

Αλλά  (𝒙𝟏𝒚𝟐 − 𝒚𝟏𝒙𝟐)
𝟐≥ 𝟎 επομένως 𝒛𝟏

𝟐 𝒛𝟐
𝟐 ≥ (𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐)

𝟐

[ 𝒛𝟏 𝒛𝟐 + 𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐 ][ 𝒛𝟏 𝒛𝟐 − 𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐 ] ≥ 𝟎

𝒛𝟏
𝟐 𝒛𝟐

𝟐 − (𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐)
𝟐 ≥ 𝟎

Εάν 𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐 ≥ 𝒛𝟏 𝒛𝟐 τότε 𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐 ≥ 𝟎 και 
𝒛𝟏 𝒛𝟐 − 𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐 ≤ 𝟎 και επομένως 

[ 𝒛𝟏 𝒛𝟐 + 𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐 ]

+

[ 𝒛𝟏 𝒛𝟐 − 𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐 ]≥ 𝟎

−

Επομένως                         𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐 ≤ 𝒛𝟏 𝒛𝟐


