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Ιστορική Εισαγωγή στην Κβαντική Μηχανική Μαθηµατική Θεµελίωση της Κβαντικής Μηχανικής ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ Κβαντική Ατοµική Θεωρία ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Οι Τρεις Κύριες Ενότητες του Μαθήµατος

1 Ιστορική Εισαγωγή στην Κβαντική Μηχανική

• Max Planck (Ακτινοβολία Μέλανος Σώµατος)
• Albert Einstein (Θερµοχωρητικότητες Στερεών, Φωτοηλεκτρικό Φαινόµενο)
• Louis de Broglie (Κυµατική Φύση των Σωµατιδίων)
• Niels Bohr (∆ιακριτές ενεργειακές Καταστάσεις των Ατόµων)

2 Μαθηµατική Θεµελίωση της Κβαντικής Μηχανικής

• Erwin Schrödinger (Κυµατική Εξίσωση των Σωµατιδίων)
• Werner Heisenberg (Κβαντική Θεωρία µε Πίνακες, Αρχή της Αβεβαιότητας)
• Paul Dirac (Σχετισχιτική Κβαντική Μηχανική του Ηλεκτρονίου)
• Richard Feynman (Θεωρία της Κβαντικής Μηχανικής µε Ολοκληρώµατα Τροχιών - Κβαντική

Ηλεκτροδυναµική)

3 Κβαντική Ατοµική Θεωρία

• Το ΄Ατοµο του Υδρογόνου
• Πολυηλεκτρονικά ΄Ατοµα
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Max Planck - Ακτινοβολία Μέλανος Σώµατος

Ο Max Planck για να ερµηνεύσει την παρατηρούµενη ακτινοβολία ενός µαύρου σώµατος

πρότεινε ότι η ενέργεια ενός ηλεκτροµαγνητικού ταλαντωτή (πεδίου) είναι ακέραια πολλαπλάσια

της συχνότητας του, συγκεκριµένα του hν

E = nhν = n~ω, n = 0, 1, 2, . . . (1)

όπου

h = 6, 62608× 10
−34 Js, ~ =

h

2π
(2)

και

ω = 2πν =
2π

T
(3)

T είναι η χρονική περίοδος της ταλάντωσης.

Επίσης πρέπει να γνωρίζετε τη σχέση µήκους κύµατος ϕωτός (λ) και συχνότητας (ν)

c = λν,
1

λ
=
ν

c
(4)

c είναι η ταχύτητα του ϕωτός (2,998 × 108 ms−1).
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Albert Einstein - Θερµοχωρητικότητες Στερεών

Η παρατήρηση ότι η ϑερµοχωρητικότητες των στερεών τείνουν στο µηδέν καθώς η ϑερµοκρασία

τείνει στο µηδέν δεν ερµηνεύεται µε την ϑεωρία της Κλασικής Μηχανικής.

Ο Einstein ερµήνευσε τη συµπεριφορά της ϑερµοχωρητικότητας των στερεών σε πολύ χαµηλές

ϑερµοκρασίες επικαλούµενος την κβάντωση της ενέργειας που είχε εισαγάγει ο Planck λίγα

χρόνια πριν.

Συγκεκριµένα,

τα άτοµα ενός στερεού σώµατος συµπεριφέρονται ως ταλαντωτές που µπορούν όµως να έχουν

ενέργεια ίση µε ακέραια πολλαπλάσια του hν, όπως και οι ταλαντωτές των ηλεκτροµαγνητικών

πεδίων που υπέθεσε ο Planck.

E = nhν, n = 0, 1, 2, 3, . . . (5)
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Albert Einstein- Φωτοηλεκτρικό Φαινόµενο

• ∆εν εκπέµπονται ηλεκτρόνια, ανεξάρτητα από την ένταση της ακτινοβολίας, παρά µόνο όταν

η συχνότητα αυτής υπερβεί µια τιµή κατωφλίου Φ, χαρακτηριστική για κάθε µέταλλο.

• Η κινητική ενέργεια των εκπεµποµένων ηλεκτρονίων µεταβάλλεται γραµµικά µε τη συχνότητα

της προσπίπτουσας ακτινοβολίας, αλλά είναι ανεξάρτητη από την έντασή της.

• Ακόµα και για µικρές εντάσεις της ακτινιβολίας, η εκποµπή των ηλεκτρονίων είναι ακαριαία,

αν η συχνότητα υπερβαίνει την τιµή κατωφλίου.

1

2
mev

2 = hν − Φ (6)

Φ καλείται έργο εξαγωγής.
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Niels Bohr

Τα άτοµα και τα µόρια απορροφούν ή εκπέµπουν ακτινοβολία συχνότητας ν που εξαρτάται από τη

διαφορά ενέργειας συγκεκριµένων διακριτών καταστάσεων

ν =
∆E

h
=

Ef − Ei

h
(7)

Για το άτοµο του υδρογόνου οι ενέργειες των καταστάσεων του δίνονται από τον τύπο

En = −
hcRH

n2
, hcRH =

mee
4

32π2ε2
0
~2

(8)

RH ονοµάζεται σταθερά Rydberg.
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Φασµατοσκοπία του Ατόµου του Υδρογόνου

∆E = Ef − Ei = hcRH

(
1

n
2
i

−
1

n
2
f

)
(9)

∆E = hν (10)

∆E = hc
ν

c
=

hc

λ
= hcν̃ (11)

ν̃ = ν/c ονοµάζεται επίσης κυµατάριθµος και έχει διάσταση το αντίστροφο µήκους.

ν̃ = RH

(
1

n
2
i

−
1

n
2
f

)
(12)

Η ενέργεια ιοντισµού για το άτοµου του υδρογόνου από την ϑεµελιώδη κατάσταση είναι,

ni = 1, nf =∞

I = ∆E1→∞ = hcRH = 2, 179× 10
−18 J = 13, 60 eV

RH = 1.09737× 107 m−1 η σταθερά Rydberg.
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ΦΩΣ - Κύµατα ή Φωτόνια;

ΑΣΚΗΣΗ

Υπολογίστε τον αριθµό των ϕωτονίων που εκπέµπονται από έναν κίτρινο λαµπτήρα ισχύος

P = 100 W σε χρόνο t = 1 s. Θεωρήστε ότι το µήκος κύµατος του κίτρινου χρώµατος είναι

λ = 560 nm και υποθέστε 100% απόδοση.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

N =
E

hν
=

Pt

hc/λ
=
λPt

hc
(13)

N =
(5, 60× 10−7 m)× (100 W)× (1, 0 s)

(6, 626× 10−34 Js)× (2, 998× 108 m s−1)
= 2, 7× 10

20
(14)
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ΥΛΗ - Σωµατίδια ή Κύµατα

Εξίσωση de Broglie

λ =
h

p
(15)

λ

2π
=

h

2π

1

p
=

~
p

(16)

k =
2π

λ
=

p

~
(17)

p = k~ (18)

k ονοµάζεται επίσης κυµατάριθµος.

Στις 3−διαστάσεις

~p = ~k~, ~p = (px , py , pz), ~k = (kx , ky , kz) (19)

9 /42



Ιστορική Εισαγωγή στην Κβαντική Μηχανική Μαθηµατική Θεµελίωση της Κβαντικής Μηχανικής ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ Κβαντική Ατοµική Θεωρία ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

ΑΣΚΗΣΗ

Υπολογίστε το µήκος κύµατος ηλεκτρονίων που έχουν επιταχυνθεί από την κατάσταση ηρεµίας

µέσω µιας διαφοράς δυναµικού 1, 00 kV

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

p
2

2me

= e∆φ ≡ eV (20)

p =
√

2mee∆φ (21)

λ =
h

√
2mee∆φ

(22)

λ =
6, 626× 10−34 Js√

2× (9, 109× 10−31 kg)× (1, 602× 10−19 C)× (1, 00× 103 V)

= 3, 88× 10
−11 m (23)
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ΑΣΚΗΣΗ

Υπολογίστε το µήκος κύµατος µπάλλας 0, 20 kg που κινείται µε ταχύτητα 15 m/s.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

λ =
h

p
=

h

mv
=

6, 626× 10−34 Js
(0, 20 kg)× (15, 0 ms−1)

= 2, 2× 10
−34 m. (24)
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Η ΧΡΟΝΟΑΝΕΞΑΡΤΗΤΗ εξίσωση Schrödinger
για ένα σωµατίδιο σε µια διάσταση

−
~2

2m

d
2ψ(x)

dx2
+ V(x)ψ(x) = Eψ(x) (25)

1 ψ είναι γενικώς µια ΜΙΓΑ∆ΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ

2 ψ είναι ΣΥΝΕΧΗΣ συνάρτηση

3 ψ έχει ΣΥΝΕΧΕΙΣ παραγώγους (οµαλή συνάρτηση)

4 ψ είναι ΜΟΝΟΤΙΜΟΣ και µε ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΕΣ τιµές

5 |ψ |2 είναι η ΠΥΚΝΟΤΗΤΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ για την εύρεση του σωµατιδίου στο διάστηµα

[x, x + dx]

6 ψ είναι ΚΑΝΟΝΙΚΟΠΟΙΗΜΕΝΗ, δηλαδή∫ ∞
−∞

|ψ |2dx = 1 (26)
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Η ΧΡΟΝΟΑΝΕΞΑΡΤΗΤΗ εξίσωση Schrödinger
Εξίσωση Ιδιοτιµών και Ιδιοσυναρτήσεων του Χαµιλτωνιανού Τελεστή

[
−

~2

2m

d
2

dx2
+ V(x)

]
ψ(x) = Eψ(x) (27)

Ο Χαµιλτωνιανός τελεστής

Ĥ =

[
−

~2

2m

d
2

dx2
+ V(x)

]
(28)

Εξίσωση ιδιοτιµών και ιδιοσυναρτήσεων

Ĥψ(x) = Eψ(x) (29)
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Η ΧΡΟΝΟΕΞΑΡΤΗΜΕΝΗ εξίσωση Schrödinger
για ένα σωµατίδιο σε µια διάσταση

i~
∂Ψ(t, x)

∂t
= ĤΨ(t, x), (30)

όπου i =
√
−1. Για τις Ιδιοτιµές και ιδιοενέργειες του ανεξάρτητου από τον χρόνο Χαµιλτωνιανού

τελεστή Ĥ (διατηρητικά συστήµατα) και λύσεις της µορφής

Ψ(t, x) = f(t)ψ(x), (31)

όπου

Ĥψ(x) = Eψ(x) (32)

η χρονοεξαρτηµένη εξίσωση Schrödinger γίνεται

i~
∂Ψ(t, x)

∂t
= EΨ(t, x), (33)

µε λύσεις

Ψ(t, x) = exp(−iEt/~)ψ(x) (34)
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Η ΧΡΟΝΟΕΞΑΡΤΗΜΕΝΗ εξίσωση Schrödinger
για ένα σωµατίδιο σε µια διάσταση

Επειδή

|Ψ(t, x) |2 = | exp(−iEt/~) |2 |ψ(x) |2 = |ψ(x) |2, (35)

η κανονικοποίηση της Ψ(t, x) είναι ίδια µε της ψ(x)

∫ ∞
−∞

|Ψ |2dx =

∫ ∞
−∞

|ψ |2dx = 1 (36)
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Ελεύθερο Σωµατίδιο σε µια διάσταση
https://en.wikipedia.org/wiki/Free_particle
https://en.wikipedia.org/wiki/Uncertainty_principle

Η ΧΡΟΝΟΕΞΑΡΤΗΜΕΝΗ εξίσωση Schrödinger

i~
∂Ψ(t, x)

∂t
= −

~2

2m

∂2

∂x2
Ψ(t, x), (37)

ΛΥΣΕΙΣ

Ψ(t, x) = exp(−iEt/~)ψ(x), (38)

όπου η ψ(x) είναι λύση της ΧΡΟΝΟΑΝΕΞΑΡΤΗΤΗΣ εξίσωσης Schrödinger

Ĥψ(x) = −
~2

2m

d
2

dx2
ψ(x) = Eψ(x), (39)

η οποία είναι της µορφής

ψ(x) = C exp(ipx/~), (40)

και E = p
2/2m και C = 1√

(2π~)
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Πως Γράφω την Εξίσωση Schrödinger για n−Σωµατίδια

∆ιατηρητικά ονοµάζονται τα συστήµατα που διατηρούν την ολική τους ενέργεια.

Στην Κλασική Μηχανική η ολική ενέργεια E δίνεται ως το άθροισµα της Κινητικής, Ekin, και

∆υναµικής ενέργειας V

E = Ekin + V (41)

Στην Κλασική Μηχανική η ολική ενέργεια ονοµάζεται και συνάρτηση Hamilton, µια συνάρτηση των

ορµών και των ϑέσεων όλων των n−σωµατιδίων

E = H(~p1, . . . ,~pn,~r1, . . . ,~rn)

H(~p1, . . . ,~pn,~r1, . . . ,~rn) =
1

2m1

|~p1|2 + · · ·+
1

2mn

|~pn|2 + V(~r1, . . . ,~rn) (42)

=
n∑

k=1

1

2mk

(p
2
xk

+ p
2
yk

+ p
2
zk

) + V(~r1, . . . ,~rn) (43)

όπου σε Καρτεσιανό Σύστηµα Συντεταγµένων (το σύµβολο (T ) σηµαίνει διάνυσµα στήλη)∗,

~rk = (xk , yk , zk )T

r
2
k

= x
2
k

+ y
2
k

+ z
2
k

~pk = (pxk
, pyk

, pzk
)

p
2
k

= p
2
xk

+ p
2
yk

+ p
2
zk

(44)
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Πως Γράφω την Εξίσωση Schrödinger για n−Σωµατίδια

Η µετάβαση από την Κλασική στην Κβαντική Μηχανική γίνεται µε την αντικατάσταση των

συντεταγµένων και των ορµών σε αντίστοιχους τελεστές

(xk , yk , zk ) → (x̂k , ŷk , ẑk ) = (xk , yk , zk ) (45)

pxk
→ p̂xk

= −i~
∂

∂xk

, i =
√
−1 (46)

pyk
→ p̂yk

= −i~
∂

∂yk

(47)

pzk
→ p̂zk

= −i~
∂

∂zk

(48)

H(~p,~r) → Ĥ (49)

Ĥ =
n∑

k=1

[
−

~2

2mk

(
∂2

∂x
2
k

+
∂2

∂y
2
k

+
∂2

∂z
2
k

)]
+ V(~r1, . . . ,~rn) (50)

Ĥ ονοµάζεται Χαµιλτωνιανός Τελεστής.
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Πως Γράφω την Εξίσωση Schrödinger για n−Σωµατίδια

Χρονοανεξάρτητη Εξίσωση Schrödinger

Ĥψ(~r1, . . . ,~rn) = Eψ(~r1, . . . ,~rn) (51)

n∑
k=1

[
−

~2

2mk

(
∂2ψ

∂x
2
k

+
∂2ψ

∂y
2
k

+
∂2ψ

∂z
2
k

)]
+ V(~r1, . . . ,~rn)ψ = Eψ (52)

Για ένα σωµατίδιο σε τριδιάστατο απειρόβαθο κουτί ή το ελεύθερο σωµατίδιο που κινείται σε

τριδιάστατο χώρο η Χρονοανεξάρτητη Εξίσωση Schrödinger γράφεται

−
~2

2m

(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2

)
= Eψ (53)

Η εξίσωση Schrödinger συνοδεύεται πάντα µε τις κατάλληλες Συνοριακές Συνθήκες για κάθε

σύστηµα και τη συνθήκη Κανονικοποίησης της Κυµατοσυνάρτησης και της Πιθανότητας

P(x, y, z) = |ψ(x, y, z)|2dxdydz∫ ∞
−∞

P(x, y, z) ≡
∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dy

∫ ∞
−∞

dz |ψ(x, y, z)|2 = 1 (54)
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ΤΕΛΕΣΤΕΣ ΣΤΗΝ ΚΒΑΝΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ
ΑΣΚΗΣΗ

∆είξτε ότι η συνάρτηση ψ(x) = Ae
ikx είναι ιδιοσυνάρτηση του τελεστή της ορµής, ενώ η

συνάρτηση Gaussian g(x) = Ae
ikx

2

δεν είναι

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

p̂ψ(x) = −i~
dψ

dx
= −(i

2)~kA e
ikx = k~ ψ = p ψ, (55)

όπου p = k~

Αλλά

p̂g(x) = −i~
dg

dx
= −(i

2)~2kx Ae
ikx

2

= 2k~ (xg) (56)

Επίσης, δείξτε ότι το αποτέλεσµα της δράσης του γινοµένου των τελεστών

(x̂p̂)ψ = x(p̂ψ) =

σε µια συνάρτηση ψ είναι διαφορετικό από τη δράση του γινοµένου

(p̂x̂)ψ = p̂(xψ) =
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Η Αρχή της Αβεβαιότητος του Heisenberg

Είναι αδύνατον να προσδιορίσουµε ταυτόχρονα, µε αυθαίρετη ακρίβεια, και την ορµή και τη ϑέση

ενός σωµατιδίου.

∆x∆p ≥
~
2

(57)

ΑΣΚΗΣΗ

Η ταχύτητα ενός ϐλήµατος µάζας 1, 0 g είναι γνωστή µε ακρίβεια 1× 10−6 m s−1. Υπολογίστε

την ελάχιστη αβεβαιότητα της ϑέσης του.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

∆x∆p =
~
2
→ ∆x =

~
2m∆v

(58)

∆x =
1, 055× 10−34 Js

2× (1, 0× 10−3 kg)× (1× 10−6 m s−1)

= 5× 10
−26 m
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Σωµατίδιο σε Απειρόβαθο Κουτί

Σωµατίδιο σε Απειρόβαθο Κουτί
https://en.wikipedia.org/wiki/Particle_in_a_box
Η ΧΡΟΝΟΑΝΕΞΑΡΤΗΤΗ εξίσωση Schrödinger

Ĥψ(x) = −
~2

2m

d
2

dx2
ψ(x) = Eψ(x), (59)

ΛΥΣΕΙΣ

ψ(x) = A sin(kx) + B cos(kx), (60)

Με ΣΥΝΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ

ψ(0) = 0 =⇒ B = 0, (61)

ψ(L) = 0 =⇒ k =
nπ

L
, n = 1, 2, . . . ,∞ (62)

όπου

E =
k

2

2m
=

n
2π2~2

2mL2
= n

2

(
h

2

8mL2

)
(63)

ΚΑΝΟΝΙΚΟΠΟΙΗΣΗ της ψ∫ ∞
−∞
|ψ|2dx = A

2

∫
L

0

sin2(x)dx = A
2 L

2
= 1 (64)

΄Αρα

|A| =
√

(2/L), ψ(x) =

√
2

L
sin
(

nπ

L
x

)
(65)
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Σωµατίδιο σε Απειρόβαθο Κουτί

∆ιεγέρσεις π−ηλεκτρονίων µε το µοντέλο του απειρόβαθου κουτιού
https://en.wikipedia.org/wiki/Particle_in_a_box

E = n
2 h

2

8mL2
(66)

∆E =
(n

2
f
− n

2
i
)h

2

8mL2
(67)

λ =
hc

∆E
(68)
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Σωµατίδιο σε Απειρόβαθο Κουτί

ΑΣΚΗΣΗ

Υπολογίστε από τη σχέση de Broglie τα ενεργειακά επίπεδα ενός σωµατιδίου µέσα σε ένα κουτί.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Εάν L το µήκος του κουτιού, τα µήκη κύµατος του σωµατιδίου (λ) ικανοποιούν τη σχέση

L = n
1

2
λ, n = 1, 2, . . . (69)

και συνεπώς

λ =
2L

n
, n = 1, 2, . . . (70)

Η σχέση de Broglie είναι

p =
h

λ
=

nh

2L
(71)

Το σωµατίδιο έχει µόνο κινητική ενέργεια και εποµένως

En =
p

2

2m
= n

2 h
2

8mL2
(72)
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Σωµατίδιο σε Απειρόβαθο Κουτί

ΑΣΚΗΣΗ

΄Ενα ηλεκτρόνιο είναι περιορισµένο σε ένα µόριο µήκους 1, 0 nm (το µήκος πέντε ατόµων

περίπου). Ποια είναι (α) η ελάχιστη ενέργειά του και (ϐ) η ελάχιστη ενέργεια διέγερσης από

αυτήν την κατάσταση.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Το µήκος του κουτιού είναι L = 1, 0 nm. Εποµένως

E1 =
h

2

8meL2
= 6, 02× 10

−20 J (73)

Η πρώτη διέγερση είναι

E2 − E1 =
4h

2

8meL2
−

h
2

8meL2
= 1, 8× 10

−19 J = 1, 1 eV (74)
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

1 Να επαληθεύσετε ότι οι εξισώσεις 38− 40 είναι λύσεις της εξίσωσης 37.

2 Να επαληθεύσετε ότι η εξισώση 65 είναι λύση της εξίσωσης 59.

3 Γράψτε τις χρονοεξαρτηµένες ιδιοσυναρτήσεις Ψ1(t, x), Ψ2(t, x) ενός σωµατιδίου σε

απειρόβαθο κουτί.

4 Περιγράψτε τη συµπεριφορά του µήκους κύµατος απορρόφησης λ καθώς το µήκος ενός

πολυενίου L, δηλ. ο αριθµός των διπλών δεσµών, αυξάνει.
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Ο Αρµονικός Ταλαντωτής

Η συνάρτηση δυναµικής ενέργειας

V(x) =
1

2
κx

2
(75)

Εξίσωση Schrödinger

−
~2

2m

d
2ψ

dx2
+

1

2
κx

2ψ = Eψ (76)

ΛΥΣΕΙΣ

ψn(x) είναι οι συναρτήσεις Hermite (γινόµενα µιας Gaussian συνάρτησης και των πολυωνύµων

Hermite

Hn(w), w =

√
mω

~
x, n = 0, 1, 2, . . . .

En = νh

(
n +

1

2

)
= hcν̃

(
n +

1

2

)
= ω~

(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . . (77)

1

2
ω~ ονοµάζεται ενέργεια µηδενικού σηµείου.
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Ο Αρµονικός Ταλαντωτής
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_harmonic_oscillator

Η Θεµελιώδης δονητική κατάσταση στον αρµονικό ταλαντωτή

ψ0(x) =
1
√

2

(
mω

π~

)1/4

exp

(
−

mωx
2

2~

)
(78)
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Σωµατίδιο σε Απειρόβαθο Κουτί
https://en.wikipedia.org/wiki/Particle_in_a_box
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Η Στροφορµή στην Κβαντική Θεωρία

Περιστροφή σε 2 ∆ιαστάσεις
https://en.wikipedia.org/wiki/Angular_momentum_operator

−
~2

2m

(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2

)
= Eψ (79)

Μετασχηµατίζουµε σε Πολικές Συντεταγµένες

x = r cosφ (80)

y = r sinφ (81)

−
~2

2mr2

d
2ψ

dφ2
= −

~2

2I

d
2ψ

dφ2
= Eψ (82)

όπου I = mr
2 η ϱοπή αδρανείας.
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Η Στροφορµή στην Κβαντική Θεωρία

Περιστροφή σε 2 ∆ιαστάσεις
Στροφορµή `z

`z = xpy − ypx , ˆ̀
z = x̂p̂y − ŷ p̂x (83)

Περιστροφική ενέργεια

H = E =
`2

z

2I
, Ĥ =

ˆ̀2
z

2I
(84)

Εξισώσεις ιδιοτιµών

ˆ̀
zψ(φ) = `zψ(φ), Ĥψ(φ) = Eψ(φ) (85)

−i~
d

dφ
ψ(φ) = m`~ψ(φ), −

~2

2I

d
2ψ

dφ2
= Eψ (86)

όπου I = mr
2 η ϱοπή αδρανείας.

Μετά από κανονικοποίηση των ιδιοσυναρτήσεων και επιβάλλοντας την οριακή συνθήκη της

µονοτιµίας των ιδιοσυναρτήσεων παίρνουµε τις λύσεις

ψ =
1
√

2π
e

im`φ (87)

E =
m

2
` ~

2

2I
(88)

m` = 0,±1,±2, . . . (89)
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Η Στροφορµή στην Κβαντική Θεωρία

Περιστροφή σε 3 ∆ιαστάσεις
https://en.wikipedia.org/wiki/Angular_momentum_operator

−
~2

2m
∇2ψ = Eψ (90)

Μετασχηµατίζουµε σε Σφαιρικές Συντεταγµένες για να πάρουµε λύσεις

ψ(θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ) (91)

Η επίλυση της εξίσωσης Schrödinger δείχνει ότι οι αποδεκτές κυµατοσυναρτήσεις προσδιορίζονται

από δύο κβαντικούς αριθµούς ` και m`, που περιορίζονται στις τιµές

` = 0, 1, 2, . . .

m` = 0,±1,±2, . . .

ή αλλιώς

m` = `, `− 1, `− 2, . . . , 0, 1, 2, . . . ,−`+ 2,−`+ 1,−`
Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι ο κβαντικός αριθµός m` παίρνει 2`+ 1 τιµές. Το µέτρο της

στροφορµής είναι

| ~̀ | =
√
`(`+ 1) ~ (92)

και οι ιδιοενέργειες

E = `(`+ 1)
~2

2I
(93)
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Η Στροφορµή στην Κβαντική Θεωρία

∆ιανυσµατική Πρόσθεση ∆ύο Στροφορµών : Σειρές Clebsh-Gordan

Πρόσθεση 2 τροχιακών στροφορµών

L = `1 + `2, `1 + `2 − 1, `1 + `2 − 2, . . . , |`1 − `2| (94)

Πρόσθεση 2 στροφορµών σπιν

S = s1 + s2, s1 + s2 − 1, s1 + s2 − 2, . . . , |s1 − s2| (95)

Ολική στροφορµή : Σύζευξη Russell - Saunders

J = L + S, L + S − 1, L + S − 2, . . . , |L − S| (96)

Για κάθε είδος στροφορµή, L, S, J, έχουµε

|~L| =
√

L(L + 1)~, |~S| =
√

S(S + 1)~, |~J| =
√

J(J + 1)~ (97)

mL = 2L + 1, mS = 2S + 1, mJ = 2J + 1 (98)

συνιστώσες.
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Η Στροφορµή στην Κβαντική Θεωρία

Κανόνες Επιλογής Μεταβάσεων για τη Στροφορµή
Το γεγονός ότι, το σπιν του ϕωτονίου είναι s = 1 και ο νόµος της διατήρησης της ολικής

στροφορµής ισχύει τόσο στην Κλασική όσο και στην Κβαντική Μηχανική, καθώς και η γνώση του

τρόπου αλληλεπίδρασης της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας µε το ηλεκτρόνιο (και άλλα

σωµατίδια) οδηγούν στους εξής κανόνες επιλογής :

∆S = 0, ∆L = 0,±1, ∆` = ±1 (99)

∆J = 0,±1 but J = 0 = J = 0 (100)
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

1 Γράψτε την Εξίσωση Schrödinger και τη συνθήκη κανονικοποίησης των κυµατοσυναρτήσεων

για n−σωµατίδια σε Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων 52 και 54

2 ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις 87 είναι λύσεις της εξίσωσης 86

3 Γράψτε τα υδρογονικά τροχιακά px και py ως γραµµικούς συνδυασµούς των µιγαδικών

συναρτήσεων Φ1 και Φ−1 (Εξίσωση 87)

4 Περιγράψτε τις συνοριακές συνθήκες που επιβάλλονται στις τρεις µονοδιάστατες

διαφορικές εξισώσεις Schrödinger του ατόµου του Υδρογόνου, ως προς φ, θ, r , και οι

οποίες οδηγούν στους τρεις κβαντικούς ακεραίους n, `, m.

5 Περιγράψτε τη Μέθοδο του Αυτοσυνεπούς Πεδίου για τον υπολογισµό των

πολυηλεκτρονιακών ατοµικών τροχιακών

6 Γράψτε τις ηλεκτρονιακές διατάξεις για τη ϑεµελιώδη και την πρώτη διεγερµένη κατάσταση

των ατόµων

H, He, Li, C, F, Ne, Na, Ar, Ca

7 ∆είξτε ότι ο γραµµικός συνδυασµός m εκφυλισµένων ιδιοκαταστάσεων είναι επίσης

ιδιοκατάσταση της χρονοανεξάρτητης εξίσωσης Schrödinger

8 Γράψτε έναν Χαµιλτωνιανό πίνακα 3× 3

9 ∆είξτε ότι οι ιδιοτιµές του Ερµιτιανού τελεστή είναι πραγµατικές
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ΑΣΚΗΣΗ

Γράψτε τα υδρογονικά τροχιακά px και py ως γραµµικούς συνδυασµούς των µιγαδικών

συναρτήσεων Φ1 και Φ−1

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Φ0(φ) =
1
√

2π
e

i0 =
1
√

2π

Φ1(φ) =
1
√

2π
e

iφ =
1
√

2π
(cos(φ) + i sin(φ))

Φ−1(φ) =
1
√

2π
e
−iφ =

1
√

2π
(cos(φ)− i sin(φ)) (101)

p0 = Rn,1Y1,0 = NP
0
1 (cos(θ)) (102)

p1 = Rn,1Y1,1 = N
′
e

iφ
P

1
1 (cos(θ)) (103)

p−1 = Rn,1Y1,−1 = N
′′

e
−iφ

P
−1

1
(cos(θ)) (104)
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pz = p0 ≈ cos(θ) ≈ z (105)

px =
1
√

2
(p1 + p−1) ≈ sin(θ) cos(φ) ≈ x (106)

py =
1

i

√
2

(p1 − p−1) ≈ sin(θ) sin(φ) ≈ y (107)
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Ο Συµβολισµός Dirac - ∆ιανυσµατικός Συµβολισµός

∆είξτε ότι ο γραµµικός συνδυασµός εκφυλισµένων ιδιοσυναρτήσεων είναι επίσης ιδιοσυνάρτηση.

|ψ12 >= c1|ψ1 > +c2|ψ2 >

Ĥ|ψ1 > = E|ψ1 >

Ĥ|ψ2 > = E|ψ2 >

΄Αρα

Ĥ|ψ12 > = Ĥ(c1|ψ1 > +c2|ψ2 >)

= c1Ĥ|ψ1 > +c2Ĥ|ψ2 >

= E(c1|ψ1 > +c2|ψ2 >)

= E|ψ12 > (108)

38 /42



Ιστορική Εισαγωγή στην Κβαντική Μηχανική Μαθηµατική Θεµελίωση της Κβαντικής Μηχανικής ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ Κβαντική Ατοµική Θεωρία ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

ΑΣΚΗΣΗ

∆είξτε ότι ο γραµµικός συνδυασµός εκφυλισµένων ιδιοσυναρτήσεων είναι επίσης ιδιοσυνάρτηση.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

ψ12 = c1ψ1 + c2ψ2

Ĥψ1 = Eψ1

Ĥψ2 = Eψ2

΄Αρα

Ĥψ12 = Ĥ(c1ψ1 + c2ψ2)

= c1Ĥψ1 + c2Ĥψ2

= E(c1ψ1 + c2ψ2)

= Eψ12 (109)
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ΑΣΚΗΣΗ

∆είξτε ότι οι ιδιοτιµές του Χαµιλτωνιανού (Ερµιτιανού) τελεστή είναι πραγµατικές.

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

Ĥψn = Enψn (110)

Οι ιδιοτιµές του Χαµιλτωνιανού τελεστή γράφονται και ως στοιχεία Ερµιτιανού πίνακα, Hmn = H
∗
nm

En =

∫
ψ∗

n
ĤψndV = Hnn (111)

Εάν υποθέσουµε ότι το Hnn είναι µιγαδικός αριθµός ϑα έχει γενικά τη µορφή (a + ib).

Η Ερµιτιανή ιδιότητα σηµαίνει ότι H
∗
nn

= Hnn, δηλ.

a − ib = a + ib→ 2ib = 0→ b = 0 (112)
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Η Μέθοδος του Αυτοσυνεπούς Πεδίου

1 Κάνουµε µια έξυπνη υπόθεση για τον τύπο των κυµατοσυναρτήσεων του τροχιακού κάθε ηλεκτρονίου.

2 Χρησιµοποιούµε τα τροχιακά αυτά για να υπολογίσουµε το µέσο δυναµικό που εµφανίζεται στην εξίσωση

(;;) και στις παρόµοιες εξισώσεις για τα άλλα ηλεκτρόνια.

3 ΄Επειτα, λύνουµε την εξίσωση (;;) αριθµητικά και παίρνουµε µια οµάδα τροχιακών κυµατοσυναρτήσεων ψk .

Η ακριβής µέθοδος για την υλοποίηση αυτού του ϐήµατος, είναι ένα τεχνικό πρόβληµα που δεν χρειάζεται

να µας απασχολήσει, αλλά µπορεί να αντιµετωπιστεί εύκολα µ΄ έναν ψηφιακό υπολογιστή. Υπάρχει ένας

µεγάλος αριθµός (γενικά άπειρες) λύσεων για την (;;), αλλά στην πράξη συνήθως προσπαθούµε να

έχουµε αυτές µε τις χαµηλότερες ενέργειες. Θα εξετάσουµε τις ενέργειες των τροχιακών µε

περισσότερες λεπτοµέρειες παρακάτω. Προς το παρόν, είναι αρκετό να επισηµάνουµε ότι, όπως

ϕαίνεται από την (;;), υπάρχει µια ενέργεια Ek που συνδέεται µε κάθε τροχιακό (κάθε ψk ). Ο τρόπος που

ένας υπολογιστής αντιµετωπίζει το πρόβληµα της λύσης της (;;) είναι πρώτα να ϐρει τις ενέργειες, και µετά

να υπολογίσει τις αντίστοιχες κυµατοσυναρτήσεις.

4 Πρέπει να αποφασίσουµε ποιά από τα τροχιακά ψk ϑα περιέχουν ηλεκτρόνια. ΄Οπως ϑα δούµε υπάρχουν

ορισµένοι κανόνες για τη συµπλήρωση των τροχιακών. Αν ενδιαφερόµαστε για τη χαµηλότερη

(ϑεµελιώδη) ενεργειακή κατάσταση του ατόµου, τότε συνήθως κατανέµουµε τα ηλεκτρόνια στα τροχιακά

χαµηλότερης ενέργειας, σύµφωνα µ΄ αυτούς τους κανόνες.

5 Τώρα µπορούµε να υπολογίσουµε µια νέα ηλεκτρονική άπωση που ελπίζουµε ότι είναι πιο κοντά στην

πραγµατική από αυτήν που είχαµε στο στάδιο 2, κάνοντας την έξυπνη υπόθεση στο στάδιο 1.

6 Επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία όπως στο 3 για να ϐρούµε τα καινούργια τροχιακά ψk .

7 Επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία όπως στο 4.

8 Επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία όπως στο 5 κ.ο.κ.
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ΑΣΚΗΣΗ

Γράψτε τις ηλεκτρονιακές διατάξεις για τη ϑεµελιώδη και την πρώτη διεγερµένη κατάσταση των

ατόµων

ΑΠΑΝΤΗΣΗ

1 He : 1s
2, 1s

1 2s
1

2 Li : 1s
2 2s

1, 1s
2 2p

1

3 C : 1s
2 2s

2 2p
2, 1s

2 2s
1 2p

3

Θα µπορούσε η κατάσταση 1s
1 2s

2 του Li να είναι η πρώτη διεγερµένη;

Τι συµπεραίνετε για την κατάσταση 1s
2 2s

2 2p
1 3s

1 του άνθρακα;
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