
Εισαγωγή στη Στατιστική Μηχανική

Ιδιότητα: είναι οτιδήποτε σχετικό με το σύστημα που μπορούμε να μετρήσουμε 
(π.χ. χρώμα ενέργεια ύψος πλάτος 

Συλλογή: σύνολο του οποίου τα μέλη έχουν την ιδιότητα που μας ενδιαφέρει 

Τιμές Ιδιοτήτων

Διακριτές: είναι πεπερασμένος ο αριθμός των τιμών που μπορεί να λάβει η 
ιδιότητα.

Συνεχής: η ιδιότητα μπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιμή στο διάστημα των 
επιτρεπτών τιμών 

Στόχος:   μικρόκοσμος μακρόκοσμο



Πιθανότητα

Για Διακριτές Τιμές: όπου ΝΑ, ο αριθμός των μελών της 

συλλογής που έχουν την τιμής «Α» και Ν ο συνολικός 

αριθμός των μελών της συλλογής
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Μαύρο 60 15

Κόκκινο 10 15

Ν=60+15+10+15=100

Ποια είναι η πιθανότητα να διαλέξει κάποιος 
Μαύρο αυτοκίνητο ενός έτους;
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Ποια είναι η πιθανότητα να διαλέξει κάποιος 
Κόκκινο αυτοκίνητο δύο ετών;
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Κανονικοποίηση Πιθανότητας
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Μέσος Όρος
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N ΑθροισμαΑθροισμα/Ν

5,0 4,0 4,0 3,0 5,0 5,0 3,0 4,0 5,0 5,0 3,0 3,0 4,0 13 53,0 4,1

5 4  4

25 16 12 53,0

Πειραμτικές Τιμές



Σαν ροπή (moment) ορίζουμε την διαφορά κάποιας τιμής από τον μέσο όρο

όπου m είναι η τάξη της ροπής

Ροπές 
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<x>

N ΑθροισμαΑθροισμα/Ν

5,0 4,0 4,0 3,0 5,0 5,0 3,0 4,0 5,0 5,0 3,0 3,0 4,0 13 53,0 4,1

5 4  4

25 16 12 53,0

Πειραμτικές Τιμές

Ο μέσος όρος της ροπής πρώτης τάξης (m=1) είναι ΜΗΔΕΝ.  Πρακτικά αυτό 

σημαίνει ότι ο ΜΕΣΟΣ ΟΡΟΣ είναι το «κέντρο βάρος» των τιμών 
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Για Συνεχής Μεταβλητές
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Όπου f(x) ονομάζεται πυκνότητα της πιθανότητας ή πιθανολογική πυκνότητας 

ή κατανομή 
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Όταν η μεταβλητές x,y,z… είναι ανεξάρτητες.



Για μία σταθερή κατανομή 𝑝(𝑥) :

σταθερή

𝒙 < 𝒂 𝜼 𝒙 > 𝒃

Βρείτε τα: Α, 

Κανονικοποίηση

Επομένως                        και

𝒙 < 𝒂 𝜼 𝒙 > 𝒃



Για να βρούμε το μέσο όρο

Για να βρούμε το ροπή 2ης τάξης   



Για να βρούμε την διακύμανση και την τυπική απόκλιση 



Βρείτε τα              και    .

Κανονικοποίηση

Για την εκτίμηση του ολοκληρώματος κάνουμε χρήση των ιδιοτήτων  

άρτιων (even) συναρτήσεων 𝑓 𝑥 = 𝑓(−𝑥) σχήμα (a) 

Από πίνακα ολοκληρωμάτων η google it:

Για μία Gaussian κατανομή 𝑝(𝑥) :

𝒂 ≡ 𝝈𝝉𝜶𝜽𝜺𝝆ά





𝒇 𝒙 = −𝒇(−𝒙)Για περιττές (Odd) συναρτήσεις

න

−Α

Α

𝑓𝑜𝑑𝑑 𝑥 𝑑𝑥 = 0

Για να βρούμε το μέσο όρο

Επειδή η συνάρτηση                         είναι περιττή :

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑒−𝑥
2/2𝑎2 = − −𝑥 𝑒

−
−𝑥 2

2𝑎2 = −𝑓(−𝑥)



Για να βρούμε το ροπή 2ης τάξης   





Για μία Gaussian κατανομή 𝑝(𝑥) :



Μικροσκοπικός πληθυσμός από έντομα έχει τα εξής χαρακτηριστικά

• Το βάρος του (μάζα) κυμαίνεται μεταξύ 150 g και 250 g.

• Η κατανομή του βάρους αυξάνεται γραμμικά από τα 150 g στα 250 g και 

Β(250)=3.Β(150)

• Ποιο είναι το μέσο βάρος του πληθυσμού;

• Ποια είναι η τυπική απόκλιση;

−==




+==

+==

+=

2     
502503)250(  

150)150(  

)(






g

A
a

bgaAfά

bgaAfά

baBBf

100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Βάρος g



g
B

g
Bf

g
AdBABdB

g

A
dBBf

AB
g

A
Bf

g

g

g

g

g

g

100

1

10

1
)(

200

1
12

50
1)(

2
50

)(

24

250

150

250

150

250

150

−=

==−=

−=

 

gB

BdB
g

dBB
g

dBBBfB

g

g

g

g

g

g

33,208

100

1

10

1
)(

250

150

250

150

2

24

250

150

=

−==  



100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Βάρος g

Το ποιο πιθανό βάρος, δηλ. εάν διαλέγατε στην «τύχη» ένα έντομο τι βάρος Θα 

διαλέγατε;   Είναι 250g, δηλ. εκεί που η πιθανότητα έχει την ΜΕΓΙΣΤΗ τιμή.

gBSgB 64,2791,763 2 === 

Ποιο πιθανή τιμή

Μ.Ο.













Αλλαγή μεταβλητών

Η πιθανότητα μιας ιδιότητες παραμένει η ίδια όταν αλλάζουμε μεταβλητές που την 
περιγράφουν π.χ. αλλάξουμε από την μεταβλητή 𝑥 στη 𝑦 .

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑔 𝑦 𝑑𝑦 𝑔 𝑦 = 𝑓 𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑦
⟺

Π.χ.  Από κατανομή ταχυτήτων να βρούμε την κατανομή κινητικής ενέργειας

𝑓 𝑣 𝑑𝑣 = 4𝜋
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Πολλές μεταβλητές:  Μετασχηματισμός Jacobian

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧. . . = 𝑔(𝑟, 𝑠, 𝑡. . . )
𝜕(𝑟, 𝑠, 𝑡)

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)

Π.χ.  Για την αλλαγή του στοιχείου του όγκου από καρτεσιανές 
συντεταγμένες σε σφαιρικές έχουμε

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑
𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑟, 𝜃, 𝜑)
𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜑
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜑
𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

θ
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z

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑔 𝑟, 𝑠, 𝑡 𝑑𝑟𝑑𝑠𝑑𝑡

𝜕(𝑟, 𝑠, 𝑡)

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)
=

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝑠

𝜕𝑥

𝜕𝑡

𝜕𝑥
𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑠

𝜕𝑦

𝜕𝑡

𝜕𝑦
𝜕𝑟

𝜕𝑧

𝜕𝑠

𝜕𝑧

𝜕𝑡

𝜕𝑧

𝑑𝑟𝑑𝑠𝑑𝑡 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝜕(𝑟, 𝑠, 𝑡)

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑡)



𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜑
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜑
𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

𝜕(𝑥, 𝑧, 𝑦)

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)
=

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑧

𝜕𝑟
𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕𝜃
𝜕𝑥

𝜕𝜑

𝜕𝑦

𝜕𝜑

𝜕𝑧

𝜕𝜑

𝜕(𝑥, 𝑧, 𝑦)

𝜕(𝑟, 𝜃, 𝜑)
=

sin 𝜃 cos𝜑 sin 𝜃 sin𝜑 cos 𝜃
𝑟 cos 𝜃 cos𝜑 𝑟 cos 𝜃 sin𝜑 −𝑟 sin 𝜃
−𝑟 sin 𝜃 sin𝜑 𝑟 sin 𝜃 cos𝜑 0

=

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑 𝑟2 sin 𝜃

+ sin 𝜃 cos𝜑 𝑟 cos 𝜃 sin𝜑 ∙ 0 − (−𝑟 sin 𝜃 cos𝜑 𝑟 sin 𝜃

−sin 𝜃 sin𝜑 𝑟 cos 𝜃 cos𝜑 ∙ 0 − (𝑟 sin 𝜃 sin𝜑 𝑟 sin 𝜃

+cos 𝜃 𝑟 cos 𝜃 cos𝜑𝑟 sin 𝜃 cos𝜑 − −𝑟 sin 𝜃 sin𝜑𝑟 cos 𝜃 sin𝜑 =

+𝑟2 sin 𝜃 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑐𝑜𝑠2 𝜑 + 𝑟2 sin 𝜃 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑠𝑖𝑛2 𝜑 +
𝑟2 sin 𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑐𝑜𝑠2 𝜑 + 𝑟2 sin 𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑠𝑖𝑛2 𝜑 =

𝑟2 sin 𝜃 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑐𝑜𝑠2 𝜑 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑠𝑖𝑛2 𝜑 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑐𝑜𝑠2 𝜑 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑠𝑖𝑛2 𝜑 =

𝑟2 sin 𝜃 𝑠𝑖𝑛2𝜃(𝑐𝑜𝑠2 𝜑 + 𝑠𝑖𝑛2 𝜑) + 𝑐𝑜𝑠2𝜃(𝑐𝑜𝑠2 𝜑 + 𝑠𝑖𝑛2 𝜑)

𝑟2 sin 𝜃 𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 𝑟2 sin 𝜃



Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΑΠΑΡΙΘΜΗΣΕΩΣ

Ας υποθέσουμε ότι έχω μια διαδικασία M1 η οποία μπορεί να πραγματοποιηθεί 
με n1 , η διαδικασία M2 η οποία μπορεί να πραγματοποιηθεί με n2 τρόπους, και 
γενικά η διαδικασία  Mι μπορεί να πραγματοποιηθεί με nι τρόπους  τότε ο 
συνολικός αριθμός των τρόπων που μπορεί να πραγματοποιηθούν οι διαδικασίες 
είναι:

Σύνολο(𝑀1𝑀2…𝑀3) = 𝑛1𝑛2…𝑛𝑖

Π.χ. Πόσους τρόπους (συνδυασμούς) μπορούμε να διαλέξουμε 5 
τραπουλόχαρτα;   

Υπάρχουν 52 τραπουλόχαρτα.
Για το πρώτο φύλλο, Φ1 υπάρχουν n1=52 επιλογές (τρόποι)
Μένουν 51 τραπουλόχαρτα. Για το δεύτερο Φ2 υπάρχουν n2 =51 επιλογές.
Μένουν 50 τραπουλόχαρτα. Για το τρίτο Φ3 υπάρχουν n3 =50 επιλογές 
….

Σύνολο(Φ1Φ2Φ3Φ4Φ5) = 𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4𝑛5

Σύνολο(Φ1Φ2Φ3Φ4Φ5) = 52 ∙ 51 ∙ 50 ∙ 49 ∙ 48 = 311.875.200



Διατάξεις (permutations)

Έχω n=11 παίχτες σε μια ομάδα μπάσκετ αλλά ανά πάσα στιγμή μπορώ να 
παίζου οι j=5.  Πόσες «διατάξεις» έχω;

Διαλέγω τον πρώτο παίχτη 1, και έχω 11 επιλογές δηλ. 11 = 11 − 1 + 1
Μένουν 10. Για τον δεύτερο παίχτη 2, έχω 10 επιλογές δηλ. 10 = 11 − 2 + 1
Μένουν 9. Για τον τρίτο παίχτη 3, έχω 9 επιλογές δηλ. 9 = 11 − 3 + 1
Μένουν 8. Για τον τέταρτος παίχτη 4, έχω 8 επιλογές δηλ. 8 = 11 − 4 + 1
Μένουν 7. Για τον πέμπτος παίχτη 5, έχω 7 επιλογές δηλ. 7 = 11 − 5 + 1

Επομένως  

Βλέπουμε ότι εάν έχω n διαφορετικά αντικείμενα και θέλω να τα «διατάξω» 
με j από αυτά με κάποιον τρόπο 

Σύνολο(Π1Π2Π3Π4Π5) = 11 ∙ 10 ∙ 9 ∙ 8 ∙ 7

Σύνολο(Π1Π2Π3Π4Π5) = 11 ∙ 10 ∙ 9 ∙ 8 ∙ 7 =
11∙10∙9∙8∙7∙6∙5∙4∙3∙2∙1

6∙5∙4∙3∙2∙1

Σύνολο(Π1Π2Π3Π4Π5) =
11!

11−5 !

𝑃(𝑛, 𝑗) =
𝑛!

𝑛 − 𝑗 !
𝑃 ≡ 𝑃𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛



Διατάξεις (permutations) πανομοιότυπων υποσυνόλων

Εάν σε ένα σύνολο n αντικειμένων, υπάρχουν υποσύνολα ni τα μέλη των 
οποίων είναι πανομοιότυπα, δηλ. δεν μπορεί να διακριθούν.

𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2 … 𝑛𝑖

𝑃(𝑛, 𝑛1, 𝑛2…𝑛𝑖) =
𝑛!

𝑛1! 𝑛2! … 𝑛𝑖!

Π.χ. εάν θεωρήσουμε τη λέξη S U C C E S S.  Ο συνολικός αριθμός των 
γραμμάτων είναι

7 = 3 S + 2 C + 1 E + 1(U)

𝑃 𝑆𝑈𝐶𝐶𝐸𝑆𝑆, 𝑆, 𝐶, 𝐸, 𝑈 =
7!

3! 2! 1! 1!
= 420



Συνδυασμούς (combinations)

Στις «διατάξεις», η «σειρά» των μελών έχει 
σημασία.  Εάν όμως είτε δεν μπορούσαμε να 
διακρίνουμε την σειρά είτε δεν θέλαμε, τότε 
μιλάμε για συνδυασμούς (combinations) .  

Θεωρούμε 4 σφαιρίδια (n=4) 
διαφορετικού χρώματος.  Ο συνολικός 
αριθμός των διατάξεων εάν 
επιλέγαμε τριάδες (j=3) θα ήταν

𝑃 4,3 =
4!

4 − 3 !
= 24

Εάν όμως δεν μας ένοιαζε η σειρά των χρωμάτων αλλά μόνο οι συνδυασμοί δηλ.  
«πόσες  διαφορετικές τριάδες» έχω  τότε βλέπω ότι έχω 4.

Διατάξεις
Συνδυα-
σμοί

𝐶 4,3 =
𝑃 4,3

3!
=

4!

3! 4 − 3 !
= 4

𝐶 𝑛, 𝑗 =
𝑛

𝑗
=
𝑃 𝑛, 𝑗

𝑗!
=

𝑛!

𝑗! 𝑛 − 𝑗 !

𝐶 ≡ 𝐶𝑜𝑚𝑏𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛


