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Άσκηση Α6 : Κατανομή Ταχυτήτων κατα Maxwell

Θεωρητικό υπόβαθρο

Κινητική θεωρία αερίων

Κατανομή ταχυτήτων και ενεργειών σε ιδανικό αέριο (Maxwell-Boltzmann)

Στατιστική θερμοδυναμική

Βιβλιογραφία : AtΦΧ – Φυσικοχημεία (Atkins, de Paula, Keeler), Κεφ. 1, 13

ΕG – Γενική Χημεία (Ebbing, Gammon),  Κεφ. 5

CHEM3 – ΧΗΜΕΙΑ3, Κεφ.8

Αντικείμενο

Μελέτη κατανομής ταχυτήτων και ενεργειών σε ιδανικό αέριο (προσομοίωση)

Πειραματική διάταξη – Μετρήσεις

Προσομοίωση ιδανικού αερίου με μικρά υάλινα σφαιρίδια (hard spheres)

Προσδιορισμός πληθυσμιακών κατανομών ταχύτητας



Άσκηση Α6 : Κατανομή Ταχυτήτων κατα Maxwell

Πειραματική διάταξη



Άσκηση Α6 : Κατανομή Ταχυτήτων κατα Maxwell
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Άσκηση Α6 : Κατανομή Ταχυτήτων κατα Maxwell

Πειραματική διάταξη (θάλαμος)



Άσκηση Α6 : Κατανομή Ταχυτήτων κατα Maxwell – Σύντομη περιγραφή

- Δοχείο σταθερού όγκου εφοδιασμένο με ηλεκτρομηχανικά παλλόμενο 
επίπεδο.

- Ηλεκτροκινητήρας συζευγμένος με ροοστάτη μεταβλητής αντίστασης για 
την παροχή σταθερής τροφοδοσίας ρεύματος και συνεπώς την επαγόμενη, 
σταθερής συχνότητας, ταλάντωση του επιπέδου.

- Στροβοσκόπιο με παλλόμενη λυχνία Xe μεταβλητής συχνότητας, για τον 
προσδιορισμό, μέσω συντονισμού της συχνότητας του δονούμενου 
επιπέδου.

- Ισομεγέθη υάλινα σφαιρίδια για την προσομοίωση των μορίων του αερίου.

- Φίλτρο ταχυτήτων που καθορίζει το διάνυσμα των ταχυτήτων των μορίων 
που θα αναλυθούν.

- Αναλυτής: 24 ομόκεντρα και ισαπέχοντα διαζώματα/τόξα που 
διαχωρίζονται μεταξύ τους με ισοϋψή άκαμπτα πετάσματα.

- Ανιχνευτής: 24 διαμερίσματα προσαρτημένα στον αναλυτή, όπου 
καταγράφεται ο αριθμός των μορίων που κατανεμήθηκαν στα αντίστοιχα 
διαζώματα του αναλυτή.



Άσκηση Α6 : Κατανομή Ταχυτήτων κατα Maxwell – Ενδεικτικά δεδομένα

Αριθμός σφαιριδίων ανά διάζωμα / κελί
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Άσκηση Α6 : Κατανομή Ταχυτήτων κατα Maxwell – Ενδεικτικοί υπολογισμοί

Κλάσμα σφαιριδίων ανά διάζωμα, Νi/Ν ↔ πιθανότητα ταχύτητας, f(υ)dυ
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Άσκηση Α6 : Κατανομή Ταχυτήτων κατα Maxwell
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Πείραμα μέτρησης κατανομής ταχυτήτων κατά Maxwell

- Αν η απόσταση μεταξύ των 2 δίσκων είναι 10 cm να επιλέξετε την κατάλληλη γωνία θ
μεταξύ των ανοιγμάτων και την κατάλληλη συχνότητα περιστροφής ω, ώστε να επιτευχθεί 
διέλευση σωματιδίων Ar, που έχουν τη μέγιστη ταχύτητα σε Τ=298 Κ.



Ιδανικά (τέλεια) αέρια

Ορισμός ιδανικού αερίου

pV = nRT ή pVm = RT Καταστατική εξίσωση ιδανικών αερίων

R = 8.3141 JK-1mol-1 (= NAkB)

R = 0.0820575 dm3 atm K-1 mol-1

Vm = 22.414 dm3 mol-1 (STP)

Χαρακτηριστικά ιδανικού αερίου

Σωμάτια (μόρια) = τέλειες σφαίρες (σημεία)

Ελαστικές κρούσεις μεταξύ μορίων και με τοιχώματα δοχείου (ΕΚΙΝ = σταθ.)

Όγκος μορίων αμελητέος (σε σχέση με δοχείο)

U = f(T)

Θεμελιώδης εξίσωση

ιδανικού αερίου



Ιδανικά αέρια

Νόμος του Boyle
pV = σταθ.

Νόμοi Charles, 
Gay-Lussac
V ~ T,  p = σταθ.
p ~ T,   V = σταθ.

Υπόθεση Avogadro
V ~ n,    p, T = σταθ.

pV = nRT ή pVm = RT Καταστατική εξίσωση ιδανικών αερίων

P.W. Atkins, J. de Paula, Physical Chemistry



Πραγματικά αέρια

Αποκλίσεις από την ιδανική συμπεριφορά  →  πραγματικά αέρια

Χαρακτηριστικά πραγματικού αερίου

Σωμάτια (μόρια)  =  έχουν σχήμα και είναι συμπιεστά

Ελκτικές ή/και απωστικές δυνάμεις μεταξύ μορίων 

(συνάρτηση απόστασης)

Όγκος μορίων πεπερασμένος

pVm = ZRΤ Z : παράγοντας συμπιεστότητας

Το Ζ είναι μέτρο των ΔΙΑΜΟΡΙΑΚΩΝ ΔΥΝΑΜΕΩΝ

Ζ > 1 Απωστικές δυνάμεις (συνήθως για υψηλές τιμές p)

Z<1 Ελκτικές δυνάμεις (συνήθως για χαμηλές τιμές p)

Για iδανικό αέριο : Ζ = 1     και   dZ/dp = 0
Θερμοκρασία 

Boyle
P.W. Atkins, J. de Paula, Physical Chemistry



Πραγματικά αέρια
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Επίσης  Β = Β(Τ)

Αν Τ = ΤΒoyle τότε  :  B  →  0

και το αέριο

συμπεριφέρεται ιδανικά.
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Δυναμικό Lennard-Jones



Πραγματικά αέρια

Καταστατική εξίσωση Van der WaalsRTbV
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CO2b :  Διορθωτικός παράγοντας για τον όγκο 
που καταλαμβάνουν τα μόρια του αερίου
b  :  χαρακτηριστικό του μεγέθους

: Διορθωτικός παράγοντας για τις 
αλληλεπιδράσεις μεταξύ των μορίων
α  :  χαρακτηριστικό μοριακής δομής

TBoyle = ??

Άσκηση

Να παρασταθεί γραφικά  η καμπύλη Van 

der Waals για τα αέρια : He, Ar, N2, CO2,

με βάση τις τιμές των σταθερών του 

Πίνακα 1Γ.3 (Φυσικοχημεία – Atkins,ΠΕΚ)
P.W. Atkins, J. de Paula, Physical Chemistry



Πραγματικά αέρια

Άσκηση

Να παρασταθεί γραφικά  η καμπύλη Van 

der Waals για τα αέρια : He, Ar, N2, CO2, με 

βάση τις τιμές των σταθερών του Πίνακα 

1Γ.3 (Φυσικοχημεία Ι– Atkins, ΠΕΚ)

P.W. Atkins, J. de Paula, Physical Chemistry

CO2



Πραγματικά αέρια

Καταστατική εξίσωση Van der WaalsRTbV
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P.W. Atkins, J. de Paula, Physical Chemistry

τ = 

CO2



Πραγματικά αέρια

Άσκηση

Να παρασταθεί γραφικά  η καμπύλη Van 

der Waals για τα αέρια : He, Ar, N2, CO2,

με βάση τις τιμές των κρίσιμων σταθερών 

που δίνονται στον Πίνακα.

P.W. Atkins, J. de Paula, Physical Chemistry

CO2



Κινητική Θεωρία των Αερίων

Βασικά χαρακτηριστικά του μοντέλου

1) Ενα αέριο αποτελείται από πολύ μεγάλο αριθμό πολύ μικρών σωματιδίων (άτομα 

ή μόρια) που θεωρούνται τέλειες σφαίρες (hard spheres) μάζας m και διαμέτρου d.

Έστω  λ : μέση ελεύθερη διαδρομή Τότε ισχύει : λ >> d 

2) Η ενέργεια του συστήματος είναι αποκλειστικώς κινητική (αγνοούνται εσωτερικοί 

βαθμοί ελευθερίας).

3) Η κίνηση είναι διαρκής και τυχαία. Τα μόρια του αερίου κινούνται σε ευθύγραμμη 

τροχιά (απουσία δύναμης) και η κίνησή τους περιγράφεται από τους νόμους του 

Νεύτωνα (κλασσική μηχανική) [ ΔΕ << kΒΤ ]

4) Υφίστανται ελαστικές συγκρούσεις με άλλα μόρια και οι μεταξύ τους 

αλληλεπιδράσεις είναι μόνο μεταφορικής ενέργειας.

Η Κινητική Θεωρία των Αερίων περιγράφει σε μικροσκοπικό επίπεδο την 

κίνηση ατόμων/μορίων αερίου και παρέχει πληροφορίες για την κατανομή 

ταχυτήτων και την πίεση.

Χρησιμοποιείται για την περιγραφή και κατανόηση χημικών αντιδράσεων 

στην αέρια φάση καθώς και φαινομένων μεταφοράς (μάζας, ενέργειας).



Κινητική Θεωρία των Αερίων

Ο Ludwig Boltzmann ήταν Αυστριακός θεωρητικός 
φυσικός και φιλόσοφος. Yπήρξε από τους θεμελιωτές 
της Στατιστικής Φυσικής και Θερμοδυναμικής. 
Συνδύασε τη Θεωρία πιθανοτήτων στον 2ο 
Θερμοδυναμικό Νόμο, αποδεικνύοντας ότι η 
πιθανότερη κατάσταση ενός θερμοδυναμικού
συστήματος είναι η κατάσταση ισορροπίας.



Πιθανότητες – Στατιστική Μηχανική

ΙΔΙΟΤΗΤΑ : Ο,τιδήποτε μετρήσιμο σχετικό με το σύστημα

ΣΥΛΛΟΓΗ : Σύνολο αντικειμένων με μετρήσιμες ιδιότητες (μεταβλητές / 

variables) π.χ.: άτομα, μόρια // ταχύτητα, κιν. ενέργεια  

Μεγαλοκανονική Συλλογή 
Ανοιχτό σύστημα σε 

θερμική ισορροπία και 
σταθερό όγκο

Μικροκανονική Συλλογή
Κλειστό σύστημα σε 

ενεργειακή ισορροπία 
και σταθερό όγκο

Kανονική Συλλογή 
Κλειστό σύστημα σε 

θερμική ισορροπία και 
σταθερό όγκο



Πιθανότητες – Στατιστική Μηχανική

ΙΔΙΟΤΗΤΑ : Ο,τιδήποτε μετρήσιμο σχετικό με το σύστημα

ΣΥΛΛΟΓΗ : Σύνολο αντικειμένων με μετρήσιμες ιδιότητες (μεταβλητές / 

variables) π.χ.: άτομα, μόρια // ταχύτητα, κιν. ενέργεια  

Διακριτές μεταβλητές

Το σύνολο τιμών της ιδιότητας είναι πεπερασμένος αριθμός εντός του 

δειγματικού χώρου (sample space).

Συνεχείς  μεταβλητές

Άπειρες επιτρεπτές τιμές για τη μεταβλητή εντός του πεδίου τιμών το οποίο 

οριοθετείται από τις ακρότατες τιμές της μεταβλητής

ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ : Κλάσμα ατόμων/μορίων που φέρουν συγκεκριμένη τιμή της 

ιδιότητας



Πιθανότητες

ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ (διακριτή μεταβλητή)

Έστω διακριτή μεταβλητή S που λαμβάνει τιμές {s1, s2, s3, …, si, …sn}

Η ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ η μεταβλητή S να λάβει την τιμή si είναι :

Ισχύει :

Μέση τιμή (mean value, average) : 

Απόκλιση (Διασπορά) : 

Στατιστικό σφάλμα :
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Πιθανότητες

ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ (συνεχής μεταβλητή)

Έστω συνεχής μεταβλητή X που λαμβάνει τιμές : a < xi < b

ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ η μεταβλητή X να λάβει την τιμή xi + dxi :

Η συνάρτηση f(x) ονομάζεται πυκνότητα πιθανότητας.

Ισχύει :

Μέση τιμή (mean value) : 

Απόκλιση (Διασπορά) :  

Στατιστικό σφάλμα : 
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Πιθανότητες – Κανονική κατανομή

Συνάρτηση Gauss (κανονική κατανομή)
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Να προσδιορίσετε το εύρος της 
κατανομής Maxwell στο ήμισυ 
του ύψους (Full width at half 
maximum, FWHM) συναρτήσει 
της παραμέτρου σ.

Σημειώνεται ότι  συχνά 
γραμμές (κορυφές) σε 
φάσματα  εκπομπής η 
απορρόφησης ατόμων ή 
μορίων στην αέρια φάση 
εμφανίζουν προφίλ Doppler 
που περιγράφεται από 
συνάρτηση Gauss.

Ποιο κλάσμα μετρήσεων 
εμπεριέχεται στο κεντρικό 
τμήμα της καμπύλης που 
οριοθετείται εκατέρωθεν του 
κέντρου (0) κατά + σ ?



Κατανομή ταχυτήτων κατά Maxwell



Κατανομή Ενέργειας κατα Boltzmann

Η κατανομή Boltzmann περιγράφει την πληθυσμιακή κατάληψη ενεργειακών 

επιπέδων σε σύστημα σωματιδίων, που ευρίσκονται σε θερμική ισορροπία, 

ως συνάρτηση της ενέργειας των επιπέδων (Ε1, Ε2, ...Εi, ...) και της 

θερμοκρασίας, T.

gi : εκφυλισμός ενεργειακού επιπέδου

Ο παρονομαστής του κλάσματος ονομάζεται συνάρτηση επιμερισμού του συστήματος και 

περικλείει την ΠΛΗΡΗ στατιστική πληροφορία για το σύστημα. 

Αποτελεί το κεντρικό στοιχείο της Στατιστικής Μηχανικής. 
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Κατανομή ταχυτήτων κατά Maxwell
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Η πιθανότητα ένα σωματίδιο να έχει διανυσματική ταχύτητα 

(velocity) v ως v+dv ή : vx+dvx,   vy+dvy, vz+dvz

είναι ανάλογη του εύρους του πεδίου τιμών ταχυτήτων και της 

τιμής της ταχύτητας.

Ανεξαρτησία κίνησης 
στους 3 άξονες

Αντιστοίχηση 

ταχύτητας –
κινητικής ενέργειας

Κατανομή ταχύτητας 

~ Κατανομή ενέργειας 
(Boltzmann)



Κατανομή ταχυτήτων κατά Maxwell
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Πιθανότητα ένα σωματίδιο να έχει ταχύτητα στη διεύθυνση x, 

μεταξύ vx και vx+dvx,
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Σύνολο πιθανότητας = 1

Να εκφράσετε το Κ ώς συνάρτηση 
της πιό πιθανής ταχύτητας υp.
Πώς ερμηνεύετε το γεγονός οτι ο 
«συντελεστής αναλογίας» Κ 
εξαρτάται από την ταχύτητα?



Κατανομή ταχυτήτων κατά Maxwell
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Πιθανότητα ένα σωματίδιο να έχει ταχύτητα (speed) με μέτρο

v ως v+dv, (ανεξαρτήτως διεύθυνσης)

Κατανομή Maxwell

- Να κάνετε γραφική παράσταση της κατανομής Maxwell για το Ne και το Ar σε θερμοκρασία 
Τ = 100 Κ, 500 Κ και 1500 Κ.



Κατανομή ταχυτήτων κατά Maxwell
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- Να προσδιορίσετε τις παραπάνω 
ποσότητες στον αέρα για P=1 atm, 
T=298 K.

- Να συγκρίνετε τις τιμές με την 
ταχύτητα του ήχου στον αέρα.

- Να υπολογίσετε τη μέση κινητική 
ενέργεια ιδανικού αερίου.



Κατανομή ταχυτήτων κατά Maxwell
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Ενεργός διατομή κρούσης (Collision cross-section)



Ενεργός διατομή κρούσης (Collision cross-section)



Μέση ελεύθερη διαδρομή (όμοια σωματίδια)
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σωματιδίου

- Ποιά σχέση παρέχει τη μέση τιμή του χρόνου μεταξύ κρούσεων ? (collision time)
- Να προσδιορίσετε τη συχνότητα κρούσεων για το N2 σε P=1 atm και Τ=298 Κ.
- Να υπολογίσετε το συνολικό αριθμό κρούσεων ανα μονάδα όγκου σε ιδανικό αέριο.

Ενεργός διατομή κρούσης



Μέση ελεύθερη διαδρομή (διαφορετικά σωματίδια)



Μέση ελεύθερη διαδρομή (διαφορετικά σωματίδια)

Μείγμα αερίων Α και Β, σε μερικές πιέσεις pA, pB

Ενεργός διατομή κρούσης :  σ = π(RA+RB)2

Μέση ταχύτητα : μ (ανηγμένη μάζα) 

Συχνότητα κρούσεων :     

Παρατήρηση :
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- Να προσδιορίσετε πώς μεταβάλλεται η μέση ταχύτητα, υΑΒ, όταν mΑ=mΒ. Τι 
παρατηρείτε?
- Να υπολογίσετε τη μέση ελέυθερη διαδρομή στο Ar, P=0,001 atm, T=298K



Προσδιορισμός πίεσης ιδανικού αερίου

dt

dp

AA

F
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1


Η πίεση σε δοχείο, που περιέχει ιδανικό αέριο 
προσδιορίζεται από τη δύναμη που ασκεί το αέριο (μέσω 
των κρούσεων) στα τοιχώματα του δοχείου.

F : δύναμη

Α : επιφάνεια τοιχώματος
p : ορμή

Μεταβολή ορμής κατα την 

κρούση ενός σωματιδίου 
στο τοίχωμα
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Πίεση P :

Καταστατική εξίσωση 
ιδανικού αερίου
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Αριθμός σωματιδίων 

που σε χρόνο Δt

προσκρούουν στο 
τοίχωμα
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Ισοκατανομή ενέργειας μεταξύ βαθμών ελευθερίας

ΒΑΘΜΟΙ ΕΛΕΥΘΕΡΙΑΣ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ

Οι ανεξάρτητες μεταβλητές που απαιτούνται για την πλήρη περιγραφή ενός 

φυσικού συστήματος

ΒΑΘΜΟΙ ΕΛΕΥΘΕΡΙΑΣ ΚΙΝΗΣΗΣ ΑΤΟΜΩΝ/ΜΟΡΙΩΝ (degrees of freedom)

Οι ανεξάρτητες μεταβλητές που απαιτούνται για την πλήρη περιγραφή της κίνησης ενός 

μορίου στο χώρο

Ν : ο αριθμός ατόμων του μορίου => Β.Ε. = 3Ν            
Ar (N = 1) => 3 β.ε.,     CO (N = 2) => 6 β.ε.,    HCN (N=3) => 9 β.ε.

Μεταφορικοί β. ε. (trans) : 3 (3 κατευθύνσεις: uX , uY , uZ)

Περιστροφικοί β. ε. (rot) : 2 ή  3

2 μεταβλητές για γραμμικά μόρια (π.χ. HCl , CO2 , HCN)

3 μεταβλητές για μη γραμμικά μόρια (π.χ. H2Ο , NΗ3)

Δονητικοί β. ε. (vib) : 3N-5 ή    3Ν-6

γραμμικά - : μη γραμμικά μόρια



Ισοκατανομή ενέργειας μεταξύ βαθμών ελευθερίας

Θεώρημα Ισοκατανομής Ενέργειας μεταξύ Βαθμών Ελευθερίας

Αν Ν ανεξάρτητες μεταβλητές (βαθμοί ελευθερίας) 
περιγράφουν την ενέργεια συστήματος σύμφωνα με τη σχέση :

τότε, υπό συνθήκες θερμικής ισορροπίας, σε κάθε όρο της 
σχέσης αντιστοιχεί ενέργεια ίση με :
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Ισοκατανομή ενέργειας μεταξύ βαθμών ελευθερίας
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Κινητική ενέργεια 
ιδανικού αερίου

Ισοκατανομή ενέργειας στις 
3 συνιστώσες κίνησης

Ε =
𝑝2

2𝜇
+
1

2
𝑘𝑥2

Ενέργεια μονοδιάστατου 
αρμονικού ταλαντωτή

Ενέργεια γραμμικού 
στροφέα

Ε =
1

2Ι
𝑝𝜃
2 +

𝑝𝜑
2

𝑠𝑖𝑛2𝜃



Ισοκατανομή ενέργειας μεταξύ βαθμών ελευθερίας

Eνέργεια ιδανικού αερίου :  Etrans + Erot + Evib

Μονο-ατομικά αέρια : 3x(RT/2)                            =  3RT/2

Διατομικά αέρια          : 3x(RT/2) + 2x(RT/2) + Evib =  5RT/2 + Evib

3-ατομικά αέρια γραμμικά   : 3x(RT/2) + 2x(RT/2)  + Evib =  5RT + Evib

3-ατομικά αέρια μη γραμμικά : 3x(RT/2) + 3x(RT/2)  + Evib =  3R + Evib

ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ : Erot = Lx
2/2Ix + Ly

2/2Iy

Σε συνήθεις θερμοκρασίες (B << kBT) [Erot = BJ(J+1)]

ΔΟΝΗΤΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ : Evib = Ekin + Epot = px
2/2m +kx2/2

Σε συνήθεις θερμοκρασίες (ΔΕ >> kBT) : Evib = hν/2 [ Eυ = (υ+1/2)hν ]

Σε υψηλές θερμοκρασίες    : Evib = 2x(3N-5)x(RT/2)   ή 2x(3N-6)x(RT/2)



Προτάσεις για μελέτη και εξερεύνηση

Χρήσιμοι σύνδεσμοι

http://galileo.phys.virginia.edu/classes/252/kinetic_theory.html

http://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell%E2%80%93Boltzmann_distribution

http://galileo.phys.virginia.edu/classes/252/kinetic_theory.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell%E2%80%93Boltzmann_distribution

