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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Πως Γράφω την Εξίσωση Schrödinger για n−Σωµατίδια

∆ιατηρητικά ονοµάζονται τα συστήµατα που διατηρούν την ολική τους ενέργεια.

Στην Κλασική Μηχανική η ολική ενέργεια E δίνεται ως το άθροισµα της Κινητικής, Ekin, και

∆υναµικής ενέργειας V

E = Ekin + V (1)

Στην Κλασική Μηχανική η ολική ενέργεια ονοµάζεται και συνάρτηση Hamilton, µια συνάρτηση των

ορµών και των ϑέσεων όλων των n−σωµατιδίων

E = H(~p1, . . . ,~pn,~r1, . . . ,~rn)

H(~p1, . . . ,~pn,~r1, . . . ,~rn) =
1

2m1

|~p1|2 + · · ·+
1

2mn

|~pn|2 + V(~r1, . . . ,~rn) (2)

=
n∑

k=1

1

2mk

(p
2
xk

+ p
2
yk

+ p
2
zk

) + V(~r1, . . . ,~rn) (3)

όπου σε Καρτεσιανό Σύστηµα Συντεταγµένων (το σύµβολο (T ) σηµαίνει διάνυσµα στήλη)∗,

~rk = (xk , yk , zk )T

r
2
k

= x
2
k

+ y
2
k

+ z
2
k

~pk = (pxk
, pyk

, pzk
)

p
2
k

= p
2
xk

+ p
2
yk

+ p
2
zk

(4)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Πως Γράφω την Εξίσωση Schrödinger για n−Σωµατίδια

Η µετάβαση από την Κλασική στην Κβαντική Μηχανική γίνεται µε την αντικατάσταση των

συντεταγµένων και των ορµών σε αντίστοιχους τελεστές

(xk , yk , zk ) → (x̂k , ŷk , ẑk ) = (xk , yk , zk ) (5)

pxk
→ p̂xk

= −i~
∂

∂xk

, i =
√
−1 (6)

pyk
→ p̂yk

= −i~
∂

∂yk

(7)

pzk
→ p̂zk

= −i~
∂

∂zk

(8)

H(~p,~r) → Ĥ (9)

Ĥ =
n∑

k=1

[
−

~2

2mk

(
∂2

∂x
2
k

+
∂2

∂y
2
k

+
∂2

∂z
2
k

)]
+ V(~r1, . . . ,~rn) (10)

Ĥ ονοµάζεται Χαµιλτωνιανός Τελεστής.
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Πως Γράφω την Εξίσωση Schrödinger για n−Σωµατίδια

Χρονοανεξάρτητη Εξίσωση Schrödinger

Ĥψ(~r1, . . . ,~rn) = Eψ(~r1, . . . ,~rn) (11)

n∑
k=1

[
−

~2

2mk

(
∂2ψ

∂x
2
k

+
∂2ψ

∂y
2
k

+
∂2ψ

∂z
2
k

)]
+ V(~r1, . . . ,~rn)ψ = Eψ (12)

Για ένα σωµατίδιο σε τριδιάστατο απειρόβαθο κουτί ή το ελεύθερο σωµατίδιο που κινείται σε

τριδιάστατο χώρο η Χρονοανεξάρτητη Εξίσωση Schrödinger γράφεται

−
~2

2m

(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2

)
= Eψ (13)

Η εξίσωση Schrödinger συνοδεύεται πάντα µε τις κατάλληλες Συνοριακές Συνθήκες για κάθε

σύστηµα και τη συνθήκη Κανονικοποίησης της Κυµατοσυνάρτησης και της Πιθανότητας

P(x, y, z) = |ψ(x, y, z)|2dxdydz∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dy

∫ ∞
−∞

dz P(x, y, z) = 1 (14)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Πως Γράφω την Εξίσωση Schrödinger για n−Σωµατίδια
https://en.wikipedia.org/wiki/Free_particle

∆είξτε ότι οι συναρτήσεις ψpx
(x) = 1/

√
2π exp(ipx x/~) είναι ιδιοσυναρτήσεις της

p̂xψpx
(x) = pxψpx

(x) (15)

΄Ενα σωµατίδιο που κινείται ελεύθερα στον Ευκλείδειο 3D−χώρο έχει ως λύσεις της εξίσωσης

Schrödinger τις ιδιοσυναρτήσεις

ψp(x, y, z, t) = (2π)−3/2 exp

[
i

~
((xpx + ypy + zpz)− Et)

]
(16)

= (2π)−3/2 exp

[
i

~
(~r · ~p − Et)

]
(17)

E = (p
2
x

+ p
2
y

+ p
2
z
)/2m (18)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Σωµατίδιο σε Τριδιάστατο Απειρόβαθο Κουτί
https://en.wikipedia.org/wiki/Particle_in_a_box

Η εξίσωση Schrödinger διαχωρίζεται σε τρεις διαφορικές εξσώσεις, µία για κάθε διάσταση. Οι

λύσεις είναι το γινόµενο των κανονικοποιηµένων λύσεων που ϐρέθηκαν στη µονοδιάστατη

περίπτωση.

ψ(i,j,k)(x, y, z) = ψi

x
(x) ψj

y
(y) ψk

z
(z), (19)

όπου

ψk

z
(z) =

√
2

L
sin

(
kπ

L
z

)
(20)

Οµοίως για τα ψi

x
(x) και ψj

y (y).

Η ολική ενέργεια είναι

E
(i,j,k) = E

i

x
+ E

j

y
+ E

k

z
, (i, j, k) = 1, 2, . . . ,∞ (21)

(i, j, k) είναι οι τρεις ακέραιοι κβαντικοί αριθµοί που αντιστοιχούν στην ιδιοκατάσταση ψ(i,j,k).

Γνωρίζουµε ότι

E
k

z
= k

2

(
h

2

8mL2

)
, k.t.l. (22)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Σωµατίδιο σε Τριδιάστατο Απειρόβαθο Κουτί
https://en.wikipedia.org/wiki/Particle_in_a_box

Παράδειγµα η ιδιοσυνάρτηση ψ(4,4)(x, y) σωµατιδίου σε απειρόβαθο διδιάτατο κουτί.

Γράψτε τη συνάρτηση ψ(4,4)(x, y) και δείξτε ότι είναι ιδιοσυνάρτηση της εξίσωσης

−
~2

2m

(
∂2ψ(4,4)

∂x2
+
∂2ψ(4,4)

∂y2

)
= (Ex + Ey )ψ(4,4)

(23)

Το Σχήµα της κυµατοσυνάρτησης ψ(4,4)(x, y)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Η εξίσωση Schrödinger για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου
σε Καρτεσιανές συντεταγµένες

Η ∆υναµική Ενέργεια του ηλεκτρονίου που κινείται στο πεδίο του πυρήνα του ατόµου του

Υδρογόνου, σε Καρτεσιανές συντεταγµένες γράφεται

V(x, y, z) = −
(

e
2

4πε0

)
1

r

= −
(

e
2

4πε0

)
1√

x2 + y2 + z2
(24)

Εδώ έχουµε ορίσει το δυναµικό σε µονάδες SI (διεθνές σύστηµα), όπου −e είναι το ϕορτίο του

ηλεκτρονίου, (e το ϕορτίο του πρωτονίου) και ε0 η απόλυτη διηλεκτρική σταθερά του κενού.

Εισάγοντας αυτό το δυναµικό στην εξίσωση του Schrödinger έχουµε :

−~2

2m

(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2

)
−
(

e
2

4πε0

)
1√

x2 + y2 + z2
ψ = Eψ, (25)

όπου m είναι η µάζα του ηλεκτρονίου. Για περισσότερη ακρίβεια, η m ϑα πρέπει να είναι η

ανηγµένη µάζα του ηλεκτρονίου και του πρωτονίου που ορίζεται ως m =
memp

(me+mp)
.
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Οι Σφαιρικές Πολικές Συντεταγµένες
https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system

Οι Σφαιρικές Πολικές Συντεταγµένες ορίζονται στο Σχήµα και συνδέονται µε τις Καρτεσιανές

συντεταγµένες µε τις ακόλουθες εξισώσεις :

x = r sinϑ cosϕ (26)

y = r sinϑ sinϕ (27)

z = r cosϑ (28)

r =
√

x2 + y2 + z2 (29)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Οι Σφαιρικές Πολικές Συντεταγµένες
https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system

Ο ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΟΣ ΧΩΡΟΣ είναι ένας ∆ιανυσµατικός χώρος που στο Καρτεσιανό σύστηµα

συντεταγµένων περιγράφεται από τα διανύσµατα στήλη (R ο άξονας των πραγµατικών αριθµών)

(x, y, z)T ∈ R× R× R ≡ R3
(30)

(x, y, z)T ∈ [−∞,∞]× [−∞,∞]× [−∞,∞]

Το στοιχείο του όγκου είναι

dV = dx dy dz

Η αντίστοιχη περιγραφή του Ευκλείδειου 3D−χώρου µε σφαιρικές συντεταγµένες γίνεται

r =
√

x2 + y2 + z2 (31)

ϑ = arccos
(

z

r

)
(32)

ϕ = arctan
(

y

x

)
(33)

(r, ϑ, ϕ)T ∈ [0,∞]× [0, π]× [0, 2π] (34)

Το στοιχείο του όγκου είναι

dV = r
2 sinϑ dr dϑ dϕ
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Μετασχηµατισµός της Λαπλασιανής σε Σφαιρικές Συντεταγµένες
https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_coordinate_system

∇2 ≡ ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

=
1

r2

[
∂

∂r

(
r
2 ∂

∂r

)
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2
+

1

sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂

∂ϑ

)]
(35)

Η εξίσωση του Schrödinger για το άτοµο του υδρογόνου σε σφαιρικές πολικές συντεταγµένες

−
~2

2mr2

[
∂

∂r

(
r
2 ∂ψ

∂r

)
+

1

sin2 ϑ

∂2ψ

∂ϕ2
+

1

sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂ψ

∂ϑ

)]
−

e
2

4πε0r
ψ = Eψ (36)

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της εξίσωσης µε
[
−2mr

2/~2
]

παίρνουµε

∂

∂r

(
r
2 ∂ψ

∂r

)
+

1

sin2 ϑ

∂2ψ

∂ϕ2
+

1

sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂ψ

∂ϑ

)
+

(
me

2

2π~2ε0

)
rψ = −

2mr
2

~2
Eψ (37)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Λύσεις της Εξίσωσης του Schrödinger για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου

ψ(r, ϑ, ϕ) = R(r) Y(ϑ, ϕ) = R(r) Θ(ϑ) Φ(ϕ) (38)

1 R(r) οι Ακτινικές Συναρτήσεις

2 Y(ϑ, ϕ) οι Σφαιρικές Αρµονικές Συναρτήσεις

Για τον τελεστή L̂z , ο οποίος είναι συνιστώσα του τελεστή της ολικής στροφορµής του ατόµου

L̂ = (̂Lx , L̂y , L̂z) αποδεικνύουµε ότι οι συναρτήσεις Φm(ϕ) είναι λύσεις της εξίσωσης

L̂zΦm(ϕ) = −i~
dΦm(ϕ)

dϕ
= LzΦm(ϕ) (39)

της µορφής

Φm(ϕ) =
1
√

2π
exp(imφ) (40)

και οριακές συνθήκες οι Φm(ϕ) να είναι µονότιµες περιοδικές συναρτήσεις, οι οποίες

επιτυγχάνονται εάν

Lz = m~, m = 0,±1,±2, . . . (41)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Ιδιοτιµές και Ιδιοσυναρτήσεις της Ολικής Στροφορµής

L̂
2
Y(ϑ, ϕ) = L

2
Y(ϑ, ϕ) (42)

L̂
2 = −~2

[
1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2
+

1

sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂

∂ϑ

)]
(43)

Ιδιοσυναρτήσεις - Σφαιρικές Αρµονικές

Y(ϑ, ϕ) = Θ`m(ϑ)Φm(ϕ) (44)

Ιδιοτιµές

L
2 = `(`+ 1) ~2

(45)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Εξίσωση Ιδιοτιµών και Ιδιοσυναρτήσεων της Ολικής Στροφορµής

1

sin2 ϑ

∂2
Y(ϑ, ϕ)

∂ϕ2
+

1

sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂Y(ϑ, ϕ)

∂ϑ

)
+ `(`+ 1)Y(ϑ, ϕ) = 0 (46)

1

sinϑ

d

dϑ

(
sinϑ

dΘ`m(ϑ)

dϑ

)
−

m
2

sin2 ϑ
Θ`m + `(`+ 1)Θ`m = 0 (47)

Οι Θ`m(ϑ) είναι κανονικοποιηµένα Associated Legendre, P
m

` (cosϑ), πολυώνυµα.

Η απαίτηση η λύση να είναι πεπερασµένη και µονότιµη οδηγεί στη συνθήκη

` ϑετικός ακέραιος και επί πλέον ` ≥ |m|.
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Τα Σχήµατα των Ατοµικών Τροχιακών
https://en.wikipedia.org/wiki/Atomic_orbital

Η συνάρτηση που δεν έχει κοµβικά επίπεδα (` = 0), είναι σφαιρικά συµµετρική. ΄Ετσι, Y(` = 0)
είναι µια σταθερά. Ατοµικά τροχιακά µε µια τέτοια γωνιακή συνάρτηση λέγονται τροχιακά s, για

ιστορικούς λόγους. Υπάρχουν τρεις σφαιρικές αρµονικές που έχουν ένα κοµβικό επίπεδο

(` = 1), τα px , py , pz τροχιακά, και έχουν τη µορφή σφαιρικών συντεταγµένων

Y(` = 1) ∝ x = sinϑ cosϕ (48)

∝ y = sinϑ sinϕ (49)

∝ z = cosϑ (50)

για r = 1.

Το σύνολο των σφαιρικών αρµονικών µε ` = 2 είναι πέντε, και τα ατοµικά τροχιακά που έχουν

τέτοια γωνιακή εξάρτηση ονοµάζονται τροχιακά d. Είναι αναπόφευκτα πιο περίπλοκα από τα

τροχιακά s και p, και συνήθως χαρακτηρίζουµε τα τροχιακά d σύµφωνα µε τα ανάλογά τους σε

Καρτεσιανές συντεταγµένες, όπως παρακάτω :

d
z2 ∝ 3 cos2 ϑ− 1 (51)

dzx ∝ sinϑ cosϑ cosϕ (52)

dyz ∝ sinϑ cosϑ sinϕ (53)

d
x2−y2 ∝ sin2 ϑ cos 2ϕ (54)

dxy ∝ sin2 ϑ sin 2ϕ (55)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Ακτινικές Ιδιοσυναρτήσεις και Ιδιοτιµές

d

dr

(
r
2 dRn`

dr

)
−
`(`+ 1)

r2
Rn` +

2m

~2
[E − V(r)]Rn` = 0 (56)

Οι συναρτήσεις Rn`(r) εκφράζονται µέσω των Generalized Laguerre πολυωνύµων L
2`+1

n+` (r).

¨ Ενδιαφερόµαστε µόνο για αυτές τις συναρτήσεις R(r) οι οποίες µπορούν να περιγράψουν την

κατάσταση ενός ηλεκτρονίου που είναι δεσµευµένο από το πρωτόνιο. Πρέπει, εποµένως, να

επιβάλλουµε τον περιορισµό ότι η R(r) γίνεται µηδέν καθώς το r πλησιάζει το άπειρο. Αν δεν ήταν

έτσι, τότε ϑα υπήρχε µεγάλη πιθανότητα να ϐρεθεί το ηλεκτρόνιο στο άπειρο, που σηµαίνει ότι δεν

είναι δεσµευµένο από τον πυρήνα. Αυτή είναι µια επιπλέον συνοριακή συνθήκη στις λύσεις της

εξίσωσης του Schrödinger.

Οι ακτινικές συναρτήσεις που ικανοποιούν αυτή την συνοριακή συνθήκη, είναι το γινόµενο ενός

πεπερασµένου πολυωνύµου και ενός εκθετικού παράγοντα και είναι του τύπου :

Rn`(r) ≈ L
2`+1

n+` (r) exp(−kr) (57)

οι λύσεις χαρακτηρίζονται από το ` και από έναν άλλο κβαντικό αριθµό τον n, που σχετίζεται µε τον

κύριο κβαντικό αριθµό της ϑεωρίας του Bohr, και πηγάζει από την συνοριακή συνθήκη που

επιβάλαµε στο άπειρο. Ο αριθµός των κόµβων στην ακτινική κυµατοσυνάρτηση µεταξύ r = 0 και

r =∞, είναι n− `− 1, και, καθώς αυτός πρέπει να είναι µηδέν ή ένας ϑετικός ακέραιος, οι

τιµές του ` για έναν ορισµένο ακέραιο n περιορίζονται από:¨

` ≤ n− 1.
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Ακτινικές Ιδιοσυναρτήσεις και Ιδιοτιµές του Ατόµου του Υδρογόνου

JOHN N. MURRELL, KETTLE SYDNEY F., TEDDER JOHN M. Ο ΧΗΜΙΚΟΣ ∆ΕΣΜΟΣ : Μια εισαγωγή στην

κβαντική χηµεία, (Πανεπ. Εκδόσεις Κρήτης, Ηράκλειο 1992)

Πίνακας 3.1 Οι ακτινικές κυµατοσυναρτήσεις, R(r), των ατοµικών τροχιακών του υδρογόνου. Οι

συναρτήσεις δεν είναι κανονικοποιηµένες και η παράµετρος ρ συνδέεται µε το r σύµφωνα µε τη

σχέση : ρ = r/α0 όπου α0 = h
2ε0/πme

2
έχει τις διαστάσεις µήκους, και καλείται ακτίνα Bohr.

1s exp(−ρ) 3s (27− 18ρ+ 2ρ2) exp(−ρ/3)
2s (2− ρ) exp(−ρ/2) 3p (6ρ− ρ2) exp(−ρ/3)
2p ρ exp(−ρ/2) 3d ρ2 exp(−ρ/3)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Ακτινικές Ιδιοσυναρτήσεις και Ιδιοτιµές του Ατόµου του Υδρογόνου

Σχήµα: Ακτινικές κυµατοσυναρτήσεις και πιθανότητες για τα ατοµικά τροχιακά 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, και 3d του

υδρογόνου. Μια κοινή κάθετη κλίµακα χρησιµοποιείται για κάθε τροχιακό, αλλά διαφορετικές κλίµακες

χρησιµοποιούνται για τα R(r), R
2(r) και r

2
R

2(r).
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Τα Τροχιακά των Πολυηλεκτρονιακών Ατόµων

Το ∆υναµικό Coulomb για την αλληλεπίδραση n−ηλεκτρονίων µε πυρήνα +Ze−ϕορτίων.

V(~r1,~r2, . . . ,~rn) = −
e

2

4πε0

n∑
i=1

Z

|~ri |
+

(
e

2

4πε0

)
1

2

n∑
i=1

n∑
j 6=i

1

|~ri −~rj |
(58)

= −
e

2

4πε0

n∑
i=1

Z

|~ri |
+

e
2

4πε0

n∑
i=1

n∑
j>i

1

|~ri −~rj |
(59)

= −
e

2

4πε0

n∑
i=1

Z

ri

+
e

2

4πε0

n∑
i=1

n∑
j>i

1

rij

(60)

=
e

2

4πε0

n∑
i=1

[
−

Z

ri

+
n∑

j>i

1

rij

]
(61)

Εξίσωση Schrödinger για Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα σε Καρτεσιανές Συντεταγµένες

n∑
k=1

[
−

~2

2mk

(
∂2ψ

∂x
2
k

+
∂2ψ

∂y
2
k

+
∂2ψ

∂z
2
k

)]
+ V(~r1, . . . ,~rn)ψ = Eψ (62)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Τα Τροχιακά των Πολυηλεκτρονιακών Ατόµων

Τροχιακό ονοµάζουµε την κυµατοσυνάρτηση ΕΝΟΣ ηλεκτρονίου το οποίο κινείται υπό την επίδραση

της έλξης του πυρήνα και του µέσου όρου της άπωσης όλων των άλλων ηλεκτρονίων.

΄Ενα ηλεκτρόνιο (ας το χαρακτηρίσουµε µε τον αριθµό 1) σ΄ ένα πολυηλεκτρονιακό άτοµο,

αλληλεπιδρά µε τον πυρήνα (ϕορτίου Ze) και µε όλα τα άλλα ηλεκτρόνια. Το πραγµατικό µέγεθος

της αλληλεπίδρασης του ηλεκτρονίου 1 για κάθε ϑέση, εξαρτάται από την απόστασή του από τον

πυρήνα, r1, και από την απόστασή του από καθένα από τα άλλα ηλεκτρόνια, δηλαδή από τη

διαφορά r1i =|~r1 −~ri |=
√

(x1 − xi)2 + (y1 − yi)2 + (z1 − zi)2.

Το δυναµικό, V , περιγράφεται µε τον εξής µαθηµατικό τύπο,

V(r1, ri) =
e

2

4πε0

− Z

r1

+
∑
i 6=1

1

r1i

 (63)

Στο σηµείο αυτό εισάγουµε δύο προσεγγίσεις. Παίρνουµε τους µέσους όρους ως πρός τα

ηλεκτρόνια i 6= 1

V(~r1) =
e

2

4πε0

− Z

r1

+
∑
i 6=1

1

r1i

 (64)

και ως προς τις σφαιρικές γωνίες του ηλεκτρονίου 1

V(r1) = V(~r1) (65)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Τα Τροχιακά των Πολυηλεκτρονιακών Ατόµων

Μ΄ αυτό τον τρόπο έχουµε απλοποιήσει - και εποµένως προσεγγίσει - το πρόβληµα, έτσι ώστε

τώρα έχουµε να λύσουµε την εξίσωση του Schrödinger στη µορφή

−
~2

2m

(
∂2ψ

∂x
2
1

+
∂2ψ

∂y
2
1

+
∂2ψ

∂z
2
1

)
+ V(r1)ψ = Eψ (66)

Ακόµη και µε την απλοποίηση αυτή, η εξίσωση δεν επιδέχεται αναλυτική λύση γιατί η V(r1) είναι

γενικά µια µάλλον περίπλοκη συνάρτηση του r1. ΄Οµως, µπορεί να λυθεί προσεγγιστικά και να

πάρουµε τις προσεγγιστικές λύσεις τόσο κοντά στις ακριβείς λύσεις όσο επιθυµούµε. Η µέθοδος

για να το πραγµατοποιήσουµε αυτό λέγεται µέθοδος του αυτοσυνεπούς πεδίου (Self Consistent

Field) (SCF) και ϐασίζεται στο γεγονός ότι πρέπει να ϐρούµε τον διπλό µέσο όρο στις εξισώσεις 64

και 65

21 /29



Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Η Μέθοδος του Αυτοσυνεπούς Πεδίου

1 Κάνουµε µια έξυπνη υπόθεση για τον τύπο των κυµατοσυναρτήσεων του τροχιακού κάθε ηλεκτρονίου.

2 Χρησιµοποιούµε τα τροχιακά αυτά για να υπολογίσουµε το µέσο δυναµικό που εµφανίζεται στην εξίσωση

(65) και στις παρόµοιες εξισώσεις για τα άλλα ηλεκτρόνια.

3 ΄Επειτα, λύνουµε την εξίσωση (66) αριθµητικά και παίρνουµε µια οµάδα τροχιακών κυµατοσυναρτήσεων

ψk . Η ακριβής µέθοδος για την υλοποίηση αυτού του ϐήµατος, είναι ένα τεχνικό πρόβληµα που δεν

χρειάζεται να µας απασχολήσει, αλλά µπορεί να αντιµετωπιστεί εύκολα µ΄ έναν ψηφιακό υπολογιστή.

Υπάρχει ένας µεγάλος αριθµός (γενικά άπειρες) λύσεων για την (66), αλλά στην πράξη συνήθως

προσπαθούµε να έχουµε αυτές µε τις χαµηλότερες ενέργειες. Θα εξετάσουµε τις ενέργειες των

τροχιακών µε περισσότερες λεπτοµέρειες παρακάτω. Προς το παρόν, είναι αρκετό να επισηµάνουµε ότι,

όπως ϕαίνεται από την (66), υπάρχει µια ενέργεια Ek που συνδέεται µε κάθε τροχιακό (κάθε ψk ). Ο

τρόπος που ένας υπολογιστής αντιµετωπίζει το πρόβληµα της λύσης της (66) είναι πρώτα να ϐρει τις

ενέργειες, και µετά να υπολογίσει τις αντίστοιχες κυµατοσυναρτήσεις.

4 Πρέπει να αποφασίσουµε ποιά από τα τροχιακά ψk ϑα περιέχουν ηλεκτρόνια. ΄Οπως ϑα δούµε υπάρχουν

ορισµένοι κανόνες για τη συµπλήρωση των τροχιακών. Αν ενδιαφερόµαστε για τη χαµηλότερη

(ϑεµελιώδη) ενεργειακή κατάσταση του ατόµου, τότε συνήθως κατανέµουµε τα ηλεκτρόνια στα τροχιακά

χαµηλότερης ενέργειας, σύµφωνα µ΄ αυτούς τους κανόνες.

5 Τώρα µπορούµε να υπολογίσουµε µια νέα ηλεκτρονική άπωση που ελπίζουµε ότι είναι πιο κοντά στην

πραγµατική από αυτήν που είχαµε στο στάδιο 2, κάνοντας την έξυπνη υπόθεση στο στάδιο 1.

6 Επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία όπως στο 3 για να ϐρούµε τα καινούργια τροχιακά ψk .

7 Επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία όπως στο 4.

8 Επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία όπως στο 5 κ.ο.κ.
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Το Σύστηµα των Ατοµικών Μονάδων
https://en.wikipedia.org/wiki/Hartree

me = 1

e = 1

~ = h/2π = 1

4πε0 = 1

Στο Ατοµικό Σύστηµα Μονάδων οι ενέργειες του ατόµου του Υδρογόνου γράφονται σε Hartree

(EH )

Enlm = −
1

2n2
EH , EH =

mee
4

4h2ε2
0

= 27, 211 eV or 2625, 5 kJmol−1
(67)

η ακτίνα Bohr ως

α0 =
h

2ε0

πmee2
= 0, 5297 Angs or 0, 5297× 10

−10 m (68)

και η εξίσωση Schrödinger (
−

1

2
∇2 −

1

r

)
ψ = Eψ (69)

Η µονάδα χρόνου είναι 2, 419× 10−17 sec.
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∆ιανυσµατικοί Χώροι

Το σύνολο των κυµατοσυναρτήσεων ενός συστήµατος (συνήθως άπειρο) αποτελούν έναν

∆ιανυσµατικό Χώρο (χώρος Hilbert), όπως τα διανύσµατα στον Ευκλείδειο 3D−χώρο.

Οι ιδιοσυναρτήσεις του Χαµιλτωνιανού τελεστή σχηµατίζουν µια ορθοµοναδιαία ϐάση (επίσης

ονοµάζεται και ορθοκανονική), στην οποία κάθε κυµατοσυνάρτηση αναπτύσσεται

Ĥψn = Enψn (70)

∫
ψ∗

m
ψndV = δmn (71)

Ο ∆ΙΑΓΩΝΙΟΣ ΠΙΝΑΚΑΣ ∆ΕΛΤΑ ορίζεται ως εξής

δmn = 0, m 6= n, δmn = 1, m = n (72)

Τότε, ΚΑΘΕ κυµατοσυνάρτηση στον διανυσµατικό χώρο αναπτύσσεται ως

ψ =
N∑

n=1

cnψn (73)
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Ο Συµβολισµός Dirac - ∆ιανυσµατικός Συµβολισµός

Ĥ|ψn >= En|ψn > (74)

∆ιάνυσµα ket |ψn >≡ ψn

∆ιάνυσµα bra < ψn| ≡ ψ∗n

Εσωτερικό Γινόµενο < ψm|ψn >=
∫
ψ∗

m
ψndV = δmn

Γραµµικός Συνδυασµός ket |ψ >=
∑

n
cn|ψn >

Γραµµικός Συνδυασµός bra < ψ| =
∑

n
< ψn|c∗n
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Ο Συµβολισµός Dirac - ∆ιανυσµατικός Συµβολισµός

Αποδεικνύεται ότι για µια ορθογώνια ϐάση ισχύει

< ψ|ψ > =
∑

m

∑
n

< ψm|c∗mcn|ψn >

=
∑

m

∑
n

c
∗
m

cn < ψm|ψn >

=
∑

m

∑
n

c
∗
m

cnδmn

=
∑

n

c
∗
n

cn (75)

Εάν η συνάρτηση ψ είναι κανονικοποιηµένη, συµπεραίνουµε ότι

< ψ|ψ >= 1 =
∑

n

c
∗
n

cn (76)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Ο Συµβολισµός Dirac - ∆ιανυσµατικός Συµβολισµός

∆είξτε ότι ο γραµµικός συνδυασµός εκφυλισµένων ιδιοσυναρτήσεων είναι επίσης ιδιοσυνάρτηση.

|ψ12 >= c1|ψ1 > +c2|ψ2 >

Ĥ|ψ1 > = E|ψ1 >

Ĥ|ψ2 > = E|ψ2 >

΄Αρα

Ĥ|ψ12 > = Ĥ(c1|ψ1 > +c2|ψ2 >)

= c1Ĥ|ψ1 > +c2Ĥ|ψ2 >

= E(c1|ψ1 > +c2|ψ2 >)

= E|ψ12 > (77)
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

Ο Συµβολισµός Dirac - ∆ιανυσµατικός Συµβολισµός

Ο Χαµιλτωνιανός τελεστής είναι Ερµιτιανός Τελεστής

< ψm|Ĥ|ψn >= (< ψn|Ĥ|ψm >)∗ (78)

Την ίδια εξίσωση µπορούµε να γράψουµε και ως Χαµιλτωνιανό πίνακα

Hmn = (Hnm)∗ (79)

Οι ιδιοσυναρτήσεις του Χαµιλτωνιανού τελεστή (Ĥ), |ψn >, σχηµατίζουν µια ορθοκανονική ϐάση

< ψm|ψn >= δmn (80)

Σε µια τέτοια ϐάση και από την εξίσωση Schrödinger συµπεραίνουµε ότι

En =
< ψn|Ĥ|ψn >

< ψn|ψn >
=< ψn|Ĥ|ψn > (81)

∆είξτε το. Επίσης, δείξτε ότι οι ιδιοτιµές του Ερµιτιανού τελεστή είναι πραγµατικές.
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Εξίσωση Schrödinger n−Σωµατίδια Εξίσωση Schrödinger Για το ΄Ατοµο του Υδρογόνου Πολυηλεκτρονιακά ΄Ατοµα Συµβολισµός Dirac ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

1 Γράψτε την Εξίσωση Schrödinger και τη συνθήκη κανονικοποίησης των κυµατοσυναρτήσεων

για n−σωµατίδια σε Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων

2 ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις 40 είναι λύσεις της εξίσωσης 39

3 Γράψτε τα υδρογονικά τροχιακά px και py ως γραµµικούς συνδυασµούς των µιγαδικών

συναρτήσεων Φ1 και Φ−1 (Εξίσωση 40)

4 Περιγράψτε τις συνοριακές συνθήκες που επιβάλλονται στις τρεις µονοδιάστατες

διαφορικές εξισώσεις Schrödinger του ατόµου του Υδρογόνου, ως προς φ, θ, r , και οι

οποίες οδηγούν στους τρεις κβαντικούς ακεραίους n, `, m.

5 Περιγράψτε τη Μέθοδο του Αυτοσυνεπούς Πεδίου για τον υπολογισµό των

πολυηλεκτρονιακών ατοµικών τροχιακών

6 Γράψτε τις ηλεκτρονιακές διατάξεις για τη ϑεµελιώδη και την πρώτη διεγερµένη κατάσταση

των ατόµων

H, He, Li, C, F, Ne, Na, Ar, Ca

7 ∆είξτε ότι ο γραµµικός συνδυασµός m εκφυλισµένων ιδιοκαταστάσεων είναι επίσης

ιδιοκατάσταση της χρονοανεξάρτητης εξίσωσης Schrödinger

8 Γράψτε έναν Χαµιλτωνιανό πίνακα 3× 3

9 ∆είξτε ότι οι ιδιοτιµές του Ερµιτιανού τελεστή είναι πραγµατικές
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